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8.1 A Distribuicao de Poisson

«  Definicao:
Seja X uma variavel aleatoria discreta, tomando os
seguintes valores: 0,1, 2, ..., n, ... . Se

—a kK
P(X =k)="% k=012,....n,...
K

diremos que X tem distribuicdo de Poisson, com
parametro a > 0.
Observacao:

Para verificar que a expressao acima representa uma
legitima distribuicdo de probabilidade, basta observar

-a _k
ST P(X=k)=3" 2 kf‘ —e e =1,

UFMG-ESTO007 Cap. 8 - Variaveis Aleatérias
Discretas: A de Poisson e Outras




8.1 A Distribuicao de Poisson

. Teorema:
Se X tiver distribuicao de Poisson, com parametro o, entdo E(X) = a e
V(X) = a.

. Demonstracao:

E(0-3, S e

Fazendo-se s =k -1, verlflcamos que
s+1

0 e a 0 e_aas
E(X)= Z azs 0 g =axl=a.
De maneira semelhante mostra-se que
V(X) = a.
. Comentario:

Note-se que uma variavel aleatoria de Poisson apresenta a interessante
propriedade de o seu valor esperado ser igual a sua variancia.
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8.2 A Distribuicao de Poisson
como Aproximacao da Binomial

. Teorema:

Seja X uma variavel aleatoria distribuida binomialmente
com parametro p (baseado em n repetigoes de um
experimento). Isto &,

o (oo

Admita-se que quando n — oo, fique np = o (constante),
ou, equivalentemente, quando n — oo, p — 0, de modo
que np — o. Nessas condi¢oes teremos
-a k
: e
im P(X =k)=—%_,

Nn—o0 kl

que € a distribuicdo de Poisson com parametro a.
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8.2 A Distribuicao de Poisson
como Aproximacao da Binomial

° Comentarios:

a) O teorema diz que poderemos obter uma aproximacao
das probabilidades binomiais com as probabilidades da
distribuicao de Poisson, toda vez que n seja grande e p
seja pegueno.

b) Ja verificamos que se X tiver uma distribuicdo binomial,
E(X) = np, enquanto se X tiver uma distribuigao de
Poisson (com parametro a), E(X) = a.
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8.2 A Distribuicao de Poisson
como Aproximacao da Binomial

c)

d)

Comentarios (final):

A distribuicao binomial € caracterizada por dois parametros, n e p,
enquanto a distribuicao de Poisson é caracterizada por um Unico
pardmetro, a. = np, o qual representa o numero esperado de sucessos
por unidade de tempo (ou por unidade de espaco em alguma outra
situacdo). Esse parametro e também conhecido como a intensidade
da distribuicao.

Poderemos também considerar o seguinte raciocinio para avaliarmos
a variancia de uma variavel aleatoria de Poisson X, com parametro
a. X pode ser considerado como um caso limite de uma variavel
aleatoria distribuida binomialmente Y, com parametros n e p, em
que n —»> o e p — 0, de modo que np — a. Assim, no limite V(X) =
np(1-p) — a.
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8.3 O Processo de Poisson

. Distribuicao de Poisson:

A distribuicdo de Poisson foi empregada na secdo anterior como um
recurso de aproximacdo de uma distribuicéo conhecida, ou seja, a
binomial. No entanto, a distribuigao de Poisson representa um
modelo probablllstlco adequado para um grande numero de
fendbmenos observaveis.

. Exemplo:

Consideremos uma fonte de material radioativo, que emita
particulas .

Seja X, definido como o nimero de particulas emitidas durante um
perlodo especificado de tempo [0, t).

A variavel aleatoria X, assim definida, pode tomar os valores 0, 1, 2,
.. Sejap,(t) = P[X, = n] n=0,1,2,.
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8.3 O Processo de Poisson

Hipoteses:
O numero de particulas emitidas durante intervalos de tempo néo-
sobrepostos constituem variaveis aleatorias independentes.

Se X for definida como acima, e se Y, for igual ao numero de particulas
emitidas durante [t;, t,+1), entdo, para qualquer t, > 0, as varidveis aleatorias
X; e Y, terdo a mesma dlstrlbuu;ao de probabllldade (| e., a distribuicédo do
nimero de particulas emitidas durante qualquer intervalo depende apenas
do seu comprimento).

p,(At) sera aproximadamente igual a AAt, se for At for suficientemente
pequeno, em que A € uma constante positiva (i.e., se o intervalo for
suficientemente pequeno, a probabilidade de obter exatamente uma emisso
durante o intervalo e diretamente proporcional ao seu comprimento).

Y™ Pr(At) — 0 (i.e., a probabilidade de obter duas ou mais emissodes
durante um intervalo suficientemente pequeno é despresivel).

X, =0, ou equivalentemente, p,(0) = 1 (isto equivale a uma condicéo inicial
para 0 modelo).
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8.3 O Processo de Poisson

b)

Exemplo (final):

Mostra-se, entdo, que o numero de particulas emitidas durante o
intervalo de tempo [0, t) por uma fonte radioativa, sujeita as
hipoteses feitas acima, € uma variavel aleatdria, com distribuicao de
Poisson, com parametro (At), ou seja:

p, (0= P[X, =n]= &)

nl
Comentarios:

A distribuicao de Poisson surge como uma consequéncia de
algumas hipoteses feitas, o que significa que sempre que tais
hipoteses forem validas (ao menos aproximadamente), a distribuicédo
de Poisson pode ser empregada com um modelo adequado.

Se X, possuir uma distribui¢ao de Poisson com parametro
dependente de t, tal colecdo (infinita) de variaveis aleatorias €
também conhecida como Processo de Poisson.

n=012,....
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8.4 A Distribuicao Geometrica

. Definicao:
Suponha que realizemos um experimento € e que estejamos
interessados apenas na ocorréncia ou nao ocorréncia de algum
evento A, que realizemos ¢ repetidamente, que as repeti¢cdes sejam
mdependentes e que permanecam constantes as probabilidades P(A)
=peP(A) =q=(1-p). Defina-se a variavel aleatoria X como o
numero de repeticOes necessarias para obter a primeira ocorréncia
de A, nele se incluindo essa ultima. Teremos

P(X=k)=qgklp, k=1,2,....

Uma variavel aleatoria com a distribuicéo de probabilidade acima
recebe a denominacao de distribuicao geomeétrica.
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8.4 A Distribuicao Geometrica

« Teorema:
Se X tiver uma distribuicdo geométrica, entao
E(X)=1/pe
V(X) = g/p?.
« Comentario:

O fato de E(X) ser igual ao inverso de p é aceito
Intuitivamente, porque diz que pequenos valores
de p = P(A) exigem muitas repeticoes a fim de
permitir que A ocorra.
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8.4 A Distribuicao Geometrica

b)
c)

Teorema Il:
Suponha-se que X tenha uma distribuicdo geométrica. Entéo, para
quaisquer inteiros positivos s e t,
P(X>s+t| X >5s) =P(X >1).
Demonstracao:
Deixada como exercicio.
Comentarios:

O teorema afirma que a distribuicdo geometrica ‘nao possui memoria’, no
sentido seguinte. Suponha-se que o0 evento A néo tenha ocorrido durante as
primeiras s repeticoes de €. Entdo, a probabilidade de que ele ndo ocorra
durante as proximas t repeti¢Oes sera a mesma probabilidade de que néo
tivesse ocorrido durante as prlmelras t repeticbes. Em outras palavras, a
informag¢do de nenhum sucesso ¢ ‘esquecida’, no que interessa aos calculos
subsequentes.

A reciproca do teorema € também verdadeira.
Conforme seré visto, had uma v.a. continua com propriedade analoga.
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8.5 A Distribuicao de Pascal

«  Definicao:
Suponha-se que um experimento seja continuado ate que
um evento particular A ocorra pela r-esima vez.

Se P(A) = p, P(A) = q = (1-p), em cada repeticao, e
definirmos a variavel aleatoria Y como sendo o nimero
de repeticdes necessarias a fim de que A possa ocorrer
exatamente r vezes, temos que

k_l r K—r
P(Y =k) = - pg ", k=rr+l...
0 Comentario:

A distribuicéo de Pascal é tambem conhecida como
Distribuicao Binomial Negativa.
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8.5 A Distribuicao de Pascal

. Teorema:
Se Y tiver uma distribuicdo de Pascal, entao
E(Y)=rlpe
V(Y) = rg/p.
. Comentario:

Para calcular E(Y) e V(Y) poderemos desenvolver os somatorios ou
simplesmente considerar as variaveis aleatorias Z;, definida como

sendo o0 numero de repeticdes entre a (i-1)-esima ocorréncia de A
até a i-ésima ocorréncia de A, que sao variaveis aleatdrias com
distribuicdo geométrica.

ComoY =2, +..+Z, segue que
E(Y)=E(Z)+..+E(Z)=rlpe
V(Y)=V(Z) +..+V(Z) =rqlp>
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8.6 Relacao entre as Distribuicoes
Binomial e de Pascal

Relacéo entre as Distribui¢des Binomial e de Pascal:

Suponhamos que X tenha distribui¢ao binomial com parametros ne p (i.e.,
X € 0 numero de sucessos em n provas repetidas de Bernoulli com
probabilidade de sucesso p). Suponhamos que Y tenha uma distribuigao de
Pascal com parametros r e p (i.e., Y € o numero de provas Bernoulli
necessarias para obter r sucessos, com probabilidade de sucesso p). Entédo
valem as seguintes relacdes:

a) P(Y <n)=P(X>r)

b) P(Y>n)=P(X<r)

. Demonstracao:

a) Se ocorrerem r ou mais sucessos nas primeiras n provas repetidas, (X >r),
entdo serdo necessarias n oU Menos provas para obter os primeiros r
sucessos, (Y <n).

b) Se ocorrerem menos de r sucessos nas primeiras n provas, (X <r), entdo
sera preciso mais do que n provas para obter r sucessos, (Y > n).
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8.7 A Distribuicao
Hipergeometrica

. Definicao:
Suponha-se que tenhamos um lote de N pecas, r das quais sejam
defeituosas e (N-r) das quais sejam nao-defeituosas. Suponha-se que
escolhamos ao acaso n pecas desse lote (n < N), sem reposicdo. Seja
X 0 numero de pecas defeituosas encontradas.

Desde que X =k se, e somente se, obtivermos exatamente k pecas
defeituosas (dentre as r defeituosas do lote) e exatamente (n-k) ndo-

defeituosas, teremos
k —k
P(X =k) =~ ) _012....
N
n

Diz-se que uma variavel aleatoria que tenha tal distribuicéo de
probabilidade tem distribuicao hipergeométrica.
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8.7 A Distribuicao
Hipergeometrica

« Comentario:

Visto que (3,)) =0, semprequeb >a,seaeb
forem inteiros nao-negativos, poderemos definir
as probabilidades acima paratodo k=0, 1, ... .

Nao poderemos, obviamente, obter mais do que
I pecas defeituosas e devemos associar
probabilidade zero a esse evento.
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8.7 A Distribuicao
Hipergeometrica

Teorema:

Admita-se que X tenha distribuicdo hipergeométrica. Facamos p =
r/N, g = 1-p. Nesse caso, teremos

a)  E(X)=np;

b)  V(X) = npa(N-n)/(N-1);

c) P(X=Kk)=(")pkg™, para N grande.

. Demonstracao:
Deixada como exercicio.

. Comentario:
A propriedade (c) afirma que se o tamanho do lote N for
suficientemente grande, a distribuicdo de X podera ser aproximada
pela distribuicdo binomial.
O valor (N-n)/(N-1) é um ‘fator de corre¢dao’ para populacgao finita ¢
e aproximadamente igual a 1, para N grande.
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8.8 A Distribuicao Multinomial

. Definicao:
Considere-se um experimento ¢, seu espaco amostral S, e a particao
de S em k eventos mutuamente excludentes AL A (| e., quando

¢ for realizado, um, e somente um, dos eventos A ocorrera)
Considerem-se n repeticdes de «.

Seja p; = P(A;) e suponha-se que p; permanega constante durante
todas as repeticoes.

Definam-se as variaveis aleatorias Xy, ..., X, como sendo 0 numero
de vezes que A, ocorre nas n repetlgoes de e 1=1,2, ..k

. Observacao:

Note que os X; ndo séo independentes. Como Y;i_;*p; = 1, assim que
(k-1) dessas variaveis sejam conhecidas, o valor d1a k-ésima ficara
automaticamente determinado.
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8.8 A Distribuicao Multinomial

. Teorema:
Se X, i=1, 2, ..., k, forem definidas como anteriormente, teremos

n! N N k
pl, emaue YN =N,
n!nt-ntt DI

P(X, =1, X, =N,,.... X, =1, )=

. Demonstracao:

O raciocinio € idéntico aquele empregado para estabelecer a distribuicao de
probabilidade binomial, com a observacao de que 0 nimero de maneiras de
arranjar n objetos, n; dos quais de uma i-ésima espécie, é dado por

n!
n!n,t---n/!

. Comentarios:
a) Se k = 2, a distribuicdo reduz-se a distribui¢cdo binomial.

b)  Adistribuicdo acima é conhecida como a distribuicao de probabilidade
multinomial (ou polinomial).
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8.8 A Distribuicao Multinomial

« Teoremall:
Suponha-se que (X,...,X,) tenha uma distribuicao
multinomial. Nesse caso,
E(X;) = np,
e
V(XI) — npl(l'pl), I — 1, 2, ey k
Demonstracao:

Isto € uma consequéncia imediata da observacéo de que
cada X;, como anteriormente definido, tem uma
distribuicao binomial, com a probabilidade de sucesso
(i.e., a ocorréncia de A;) igual a p;.
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