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* Introducao:

Em muitos problemas se torna matematicamente
mais simples considerar um espaco amostral
‘1dealizado’ para uma variavel aleatoria X, no
qual todos 0s nimeros reais possiveis em algum
Intervalo especificado, ou conjunto de
Intervalos, possam ser considerados como
resultados possivels.

Assim, somos levados as variaveis aleatorias
continuas.
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9.2 A Distribuicao Normal

. Definicéo:
A variavel aleatoria X, que tome todos os valores reais -oo < x < oo, tem uma
distribuicao normal (ou gaussiana) se sua fdp for da forma

(g{x—_um
2| o
— 00 < X < 400,

F(x)= \/ﬂ ,

Os parametros p e o devem satisfazer as condigdes -oo < pu < o0, 6 > 0.

Para referir-se a distribui¢ao normal, utiliza-se usualmente a notagao X ~
N(u, 62). Assim, X tera distribuicao N(u, c?) se, e somente se, sua
distribuicdo de probabllldade for dada pela equacéo acima.

. Comentario:

N&o sera explicada ainda a razdo da grande importancia desta distribuicao,
afirmando-se apenas que a distribuicao normal serve como uma excelente
aproximacgao para uma ampla classe de distribuigdes, que tém enorme
importancia pratica.
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9.3 Propriedades da Distribuicao
Normal

a)  E possivel mostrar que f(x) é uma fdp legitima, i.e.,
f(x)>0e / *f(x)dx = 1.

b) O grafico de f(x) apresenta a bem conhecida forma de sino (vide
figura).
Visto que f(x) depende de x somente atraves da expressao (x-p)?,
torna-se evidente que sera simetrica em relacdo a p. O parametro ¢
sera o0s pontos de inflexdo da curva. Por isso, se ¢ for grande
entdo o grafico de f(x) tendera a ser ‘achatado’ , e se o for pequeno’,
o grafico de f(X) tendera a ser bastante ‘pontiagudo’ (ver figura).

S(x)

{
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9.3 Propriedades da Distribuicao
Normal

c)

Em complemento a interpretacdo geometrica de p e o, 0 seguinte
significado probabilistico importante pode ser atribuido a essas
quantidades:

E(X) =
e
V(X) = o2
d)  Se Xtiveradistribuicao N(0,1), diremos que X possui a distribuicao
normal reduzida. Isto é, a fdp de X pode ser escrita como
1 —X /2
p(X) =—=¢e
N2
Empregaremos a letra ¢ exclusivamente para a fdp da variavel
aleatoria X acima. Sua grande importancia esta no fato de que essa
distribuicao esta tabelada.
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9.3 Propriedades da Distribuicao
Normal

« Teorema:
Se X tiver a distribuicdo N(u, o2), e se Y = aX + b, entéo
Y tera a distribuicdo N(ap + b, a?c?).

Demonstracao:
O fato de que E(Y) = au + b e V(Y) = a’c? decorre
Imediatamente das propriedades do valor esperado e da
variancia, apresentadas no Cap. 7.

Para mostrar que, de fato, Y tera distribuicdo normal,
podemos aplicar resultados do Cap. 5, ja que aX + b sera
ou uma funcéo decrescente ou uma funcao crescente de
X, dependendo do sinal de a.
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9.3 Propriedades da Distribuicao
Normal

«  Corolario:
Se X tiver a distribuicdo N(u, 62), e se
Y = (X - wlo,
entdo Y tera distribuicdo N(O, 1).
Demonstracao:

E evidente que Y é uma funcio linear de X, e, por isso, 0
teorema anterior se aplica.

Assim, coma=1/ceb =-u/o, tem-se
N(ap + b, a%6%) = N(w/o - u/o, o4/c?) = N(0O, 1).
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9.4 Tabulacao da Distribuicao
Normal

« A tabulacao da distribuicdo normal decorre da
Impossibilidade de calcular analiticamente a
probabilidade P(a < X < b), para uma variavel
aleatoria X que tenha uma distribuicdo N(O, 1)

P(a< X <b)= ~2qy

1 J‘be
J2r e
« Assim, a fd da distribui¢cao normal, denotada por

1 S 5 o(x)
D(s) = P(-0< X <§)=—— j e 2dx
N2 T

encontra-se tabelada (vide figura).
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9.4 Tabulacao da Distribuicao
Normal

z 1
<P()=f —eWRdy = P(Z <
z _0\/2: u (¢ z)

z ‘ 0 1 2 3 4 3 6 7 8 9
0,0 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 05319 0,5359
0,1 0,538 0,5438 0,5478 05517 0,5557 0,559 6 0,5636 05675 0,5714 0,5753
0,2 0,5793 0,5832 0,5871 0,591 0 0 594 8 0 598 7 0 6026 0,6064 0,6103 0,614 1
0,3 06179 06217 06255 06293 0, 63 1 0, 636 8 0 6406 0,6443 0.6480 0,651 7
0,4 06554 0,6591 0,6628 0,666 4 0, 00 0, 67 6 0, 677 2 06808 6844 0,6879
0,5 06915 06950 0,6985 0,7019 0,7054 0, 708 8 0, 712 3 0,7157 0,7190 0,722 4
0,6 072567 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,742 2 0,745 4 0,7486 0,7517 0,754 9
0,7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7703 0,773 4 0,776 4 0,7794 0,7823 0,785 2
0,8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0, 802 3 0,851 08078 0836 0,8133
0,9 0,8159 08186 0,8212 08238 0,8264 0 8289 0,8315 0,8340 08365 0,8389
1,0 0,8413 08438 08461 0,8485 0,8508 0,853 1 0,8554 0,8577 0,3599 0,862 1
1,1 0,8643 0,8665 0,636 08708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8799 0,8810 0,883 0
1,2 0,8849 0,8869 08838 0,8007 0,8925 0,894 4 08962 08080 0,8097 0,901 5
1,3 09032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 09115 09131 09147 0,9162 0,9177
1,4 09192 09207 0,9222 0,9236 09251 0,9265 0,9278 0,9292 0,9306 0,9319
1,5 09332 0,9345 09357 0,370 09382 09304 09406 09418 09430 0,944 1
1,6 0,9452 0,9463 09474 09484 09495 0,9505 09515 0,9525 0,9535 0,954 5
1,7 0,9554 0,9564 09573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 09625 0,963 3
1,8 09641 09648 09656 09664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9700 0,970 6
1,9 09713 0,9719 09726 09732 0,9738 09744 0,9750 0,9756 09762 0,976 7
2,0 0,9772 0,9778 09783 09788 09793 09798 09803 0,9808 0,981 2 0,981 7
2,1 0,9821 0,9826 09830 0,9834 09838 0,9842 09846 09850 0,9854 0,9857
2,2 0,986 1 0,9864 09868 09871 09874 0,9878 0,9881 0,9884 0,9837 0,980 0
2,3 0,9893 0,9896 09898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 0,991 6
2,4 0,9918 0,9920 0,9922 0,9925 0,9927 09929 0,9931 0,9932 0,9934 0,993 6
2,5 0,9938 0,9940 09941 0,9943 09945 0,9946 09948 09949 0,9951 0,9952
2,6 0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,996 4
2,7 0,9965 0,9966 09967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 0,9973 0,997 4
28 0,997 4 0,997 5 09976 09977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,998 1
2,9 0,9981 0,9982 0,9982 0,9983 0,9984 0,9984 09985 0,9985 0,9986 0,998 6
3,0 “ 0,9987 0,9990 0,9993 0,9995 0,9997 09998 0,9998 0,9999 0,9999 1,0000
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9.4 Tabulacao da Distribuicao
Normal

« A utilidade da tabulacdo da normal N(O, 1) é devida ao
fato de que, se X tiver qualguer distribuicao normal
N(u, ), a funcéo tabelada @ pode ser emprega para
calcular probabilidades associadas a X.

« De fato, simplesmente empregando o teorema anterior
temos que, se X tiver distribuicdo N(u, 62), entdo Y = (X
- w)/o tera distribuicdo N(0,1). Consequentemente,

P(a< X <b)= P(a_“ <Y < b_”j
O

O

Ao
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9.5 A Distribuicao Exponencial

. Definicao:
Uma variavel aleatoria continua X, que tome todos os valores néo-
negativos, tera uma distribuicao exponencial com parametro a > 0,
se sua fdp for dada por (ver figura)

f(x): o™ x>0,
= 0, para quaisquer outros valores.
Uma integracdo imediatamente mostra que

jm f(x)dx = J':O o dx = — e“’“[w =-0+1=1,

0
e, por isso, representa uma legitima fdp. S

K
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9.6 Propriedades da Distribuicao
Exponencial

a) A fd F da distribuicdo exponencial é dada por
F(x)=P(X <x)=[ ae“dt=1-e"*, x>0,

b) O valor esperado de X é obtido assim
E(X)= jo Xae dx.

Fazendo-se ae **dx = dv, X = u, obtemos v = -e* e du = dx. Integrando-se
por partes, obtemos
1

E(X)=[-xe 1" +| e dx==,
0 o
C) A variancia de X pode ser obtida por uma integracdo semelhante.
Encontraremos que E(X?) = 2/a? e, por isso,

V(X)=E(x?)-[E0)F =,

aZ
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9.6 Propriedades da Distribuicao
Exponencial

d)

A distribuigdo exponencial apresenta a seguinte interessante
propriedade, analoga aquela apresentada para a distribuicéo
geomeétrica (Cap. 8).

Considere-se para quaisquer s, t >0, P(X >s+t| X >s). Teremos

P(X >s+t) et

— — e—at

P(X>s) e*

P(X >s+t| X >s)=

Portanto,
P(X >s+t| X >s)=P(X >t)

Desta maneira, mostramos que a distribuicéo apresenta também a
propriedade de ‘nao possuir memoria’, tal como a distribuigdo
geomeétrica.
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9.7 A Distribuicao Gama

. Definicao:
A funcao gama, denotada por I', é assim definida

_ j;oo xPYedx, definida para p > 0.

Pode-se demonstrar que essa integral impropria existe (converge)
sempre que p > 0.
E possivel mostrar, via integracdo por partes, _que a fungao gama

obedece a uma interessante relacao de recorréncia. Suponha-se que
P seja um inteiro positivo, p = n. Entdo, obteremos

I'(n) = (n-D)I'(n-1)
= (n-1)(n-2)I'(n-2) = ... = (n-1)(n-2)...I(1).
Entretanto, como I'(1) = /*° e’ de 1 teremos (se n for um inteiro
pOsitivo)
I'(n) = (n-1)!
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9.7 A Distribuicao Gama

. Definicao:
Seja X uma variavel aleatdria continua, que tome somente valores

ndo-negativos. Diremos que X tem uma distribuicao de
probabilidade gama, se sua fdp for dada por

a r-1 _—
f(X)=——(ax) %, x>0,
(0= 155 (0
= 0, para quaisquer outros valores.

Essa distribui¢do depende de dois parametros, r e o, dos quais se
exige r >0, a > 0. A figura mostra o grafico da fdp, para varios
valoresdereoa=1.

roed

el K
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9.8 Propriedades da Distribuicao
Gama

a)

b)

Se r = 1, a distribuicdo gama reduz-se a distribuicdo exponencial; se
r for um inteiro positivo maior que um, a distribuicdo também estara
relacionada com a distribuicdo exponencial, de forma diferente,
como sera visto no Cap. 10;

Na maioria das aplicagao r sera um inteiro positivo e nesse caso ha
uma relacéo entre a fd da distribuicdo gama e a distribuicéo de

Poisson r-1
F(X)=1->e*(ax)*/k!, x>0.

k=0
Enquanto uma distribui¢édo de Poisson descreve o numero de
ocorréncias de um evento durante um periodo de tempo fixado, a
distribuicdo gama descreve o tempo necessario para obter um
numero especificado de ocorréncias do evento.

Se X tiver uma distribuicdo gama, teremos
E(X) =r/a, e V(X) = r/o?.
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9.9 A Distribuicao de Qui-
Quadrado

Definicao:

Um caso particular da distribuicdo gama sera obtido se fizermos a =
2 e r =n/2, em que n € um inteiro positivo, obtendo uma familia de

distribuicbes de umlparémetro com fdp
f(z)=— 2" e2 750.
2"21(n/2)
Um variavel aleatoria Z, que tenha a fdp acima tera uma distribuicéo

de qui-quadrado, com n graus de liberdade (denotada por y,%). Vide
figura paraa fdp,comn=1,2en> 2.

iz} F169] Jiz)
| 1
=1 t nx2
@ = ) = © ’
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9.9 A Distribuicao de Qui-
Quadrado

« Comentarios:
— Addistribuicéo de qui-quadrado possui inumeras aplicacdes
Importantes.

Em virtude da sua importancia, esta distribuicdo encontra-se
tabulada para diferentes valores do parametro n.

Deste modo, poderemos achar na tabua aquele valor denotado
por y,2 que satisfaca a P(Z <y,?) = a, 0 <a <1 (vide figura).

fz)
|

X
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9.9 A Distribuicao de Qui-
Quadrado

«  Comentarios (final):

— Atabulacao da distribuicdo de qui-quadrado normalmente
apresenta somente valores para 0s quais n, 0 numero de graus de
liberdade, € baixo. A justificativa é que, se n for grande,
poderemos aproximar a distribuicao de qui-quadrado com a
distribuicdo normal, conforme indica o seguinte teorema.

. Teorema:

Suponha-se que a variavel aleatoria Y tenha distribuicdo
.. Entdo, para n suficientemente grande, a variavel
aleatéria (2Y)V2 tem aproximadamente a distribuicéo
N[(2n-1)Y2, 1].
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9.9 A Distribuicao de Qui-
Quadrado

Exemplo:

Suponhamos gue desejamos P(Y <t), em que Y tem
distribuicéo y,% e n é tdo grande que essa probabilidade
ndo possa ser diretamente obtida da tabua da distribuicéo
de qui-quadrado.

Empregando-se o teorema anterior, podemaos escrever

P(Y <t)=P(V2Y <2t
= p[ﬁ:r\/Zn—leJz_t—\/zn—lj

L=X—z

= (D(\/Z_t—\/ 2N —1)
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9.10 Comparacoes entre Diversas
Distribuicoes

1. Admita-se que provas independentes de
Bernoulli estejam sendo realizadas:

a) variavel aleatoria: nmero de ocorréncias do evento
A em um numero fixado de provas;

distribuicao: binomial,

b) variavel aleatoria: nUmero de provas para obter a
primeira ocorréncia do evento A;
distribuicao: geometrica;

c) variavel aleatoria: nUmero de provas para obter a r-
esima ocorréncias do evento A;

distribuicao: Pascal (binomial negativa);
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9.10 Comparacoes entre Diversas
Distribuicoes

2. Admita-se um Processo de Poisson:

d) variavel aleatoria: namero de ocorréncias do evento
A, durante um intervalo de tempo fixado;

distribuicao: Poisson;

e) variavel aleatoria: tempo necessario até a primeira
ocorréncia do evento A;
distribuicao: exponencial,

f) variavel aleatoria: tempo necessario até a r-esima
ocorréncia do evento A;

distribuicao: gama.
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9.11 A Distribuicao Normal
Bidimensional

* Definicao:
Seja (X, Y) uma variavel aleatéria continua,
bidimensional, tomando todos os valores no
plano euclidiano. Diremos que (X, Y) tem uma
distribuicao normal bidimensional se sua fdp
conjunta for dada pela seguinte expressao

1 2 ) (y—ay) (v
X—fy | I\ Ry —Fy
1 [ 2(1—,02)[[ Oy j 2 OxOy J{ Oy J n
e

270,00,/ 1- p°

f(x,y)=

—00 < X < 400, —00 < Y < 400,
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9.11 A Distribuicao Normal

Bidimensional

o Teorema:

Suponha que (X, Y) tenha fdp como dada anteriormente.

Nesse caso:

a)  As distribuicdes marginais de X e de Y serdo N(u,, 6,%) e N(y,,

6,%), respectivamente.

b) O pardmetro p sera o coeficiente de correlagédo entre X e'Y.
c) Asdistribuicdes condicionadas de X (dado Y =y) e de Y (dado

X = X) serdo, respectivamente:

ﬂx+p%(y—ﬂy),0x2(1—p2), N{uyﬂ?

y
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9.11 A Distribuicao Normal
Bidimensional

o Teorema ll:

Considere-se a superficie z =f(x, y), em que f é a fdp
normal bidimensional.

a) O plano z = ¢ (constante) corta a superficie em uma elipse
(denominadas contornos de densidade de probabilidade
constante).

b) Sep=0eoc,?=0? essaelipse se transforma em uma

circunferéncia (o que aconteceria a elipse quando p — +1?).

Demonstracao:
Deixado com exercicio.
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9.12 Distribuicoes Truncadas

«  Definicao:
Diremos que uma variavel aleatoria X tem uma
distribuicdo normal truncada a direita de X = t, se sua
fdp for da forma

f(x)=0, sex>r,

=K L e[_E[T} J sex<r.
2TO

Observamos que K é determinado pela condicdo /_**
f(x)dx = 1. Conseqguentemente,
1 1
K= = .
(D[(T —,u)/ 0'] P(Z < r)
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9.12 Distribuicoes Truncadas

« Comentario:

Os conceltos acima, introduzidos para a
distribuicao normal, podem ser estendidos de
forma Obvia para outras distribuicdes.
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