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LISTA DE FORMULASE SIMBOLOS

X, resultados de andlises quimicas obtidos pelo método de referéncia

Y, resultados de analises quimicas obtidos pelo método de teste

H, verdadeiros valores de teor relacionados ao método de referéncia

H,, verdadeiros valores de teor relacionados ao método de teste

3 erros aleatorios associados as medidas x , com variancia o =o;

d erros al eatérios associados &s medidas y; , com varidncia o; =g
a,p parametros dareta de regressdo de Y, contra X, , estimadospor aeb
a, . a, estimativas das verdadeiras concentracdes, obtidas pela reta de regressdo
S.,S, estimativas dos erros padréo de regressdo para as estimativasaeb

A razdo entre as varidncias o; e o,

S soma de quadrados que é minimizada para se obter estimativas dos

parametros de regressio. E definido especificamente para cada modelo e
técnica de regresséo

S erro padréo de regresséo

W, pesos de regressao utilizados nos model os com ponderac&o de erros

X Yoo médias ponderadas obtidas para os dados x; e y;, aplicando-se 0s pesos w;
CVgr coeficiente de variagdo de reprodutibilidade

C concentracdo expressa naforma de fracdo de massa (um namero entre O e 1)
n erro aleatdrio normal com variancia o,f

F estatistica de Fisher

residuo deregressdo (r, =y, —a—bx )

residuo padronizado pararegressio ponderada, r” =(y, —a—bx )\/Wi

0,,K parémetros das funcdes de precisdo (desvio padréo de andlise vs. teor)
Sox s Ky estimativas para g, e k referentes ao método de referéncia (x;)

XY, variaveis aleatdrias, cujos valores observados séo os valores x ey, .
S &rea daregido de confianca elipsdide para os paréametros da reta.
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LISTA DE TERMOS TECNICOS E ABREVIACOES

IUPAC: “International Union of Pure and Applied Chemistry”. E uma organizagio
internacional que define métodos de andlise quimica e protocolos para comparagdo de
resultados com especificacOes. Isto € feito através de normas técnicas.

ISO: “International Organization for Standardization”. Entidade internacional responsavel
pela elaboracdo de normas técnicas utilizadas em diversos segmentos da atividade
econdmica, com importancia no mercado internacional. Produz normas de andlise quimica,
assm como normas de aplicacles estatisticas e outras. Assumiu uma importéncia muito
grande com a assinatura do Cédigo de Normas do GATT, ao fina darodada de Toquio, em
1980.

GATT: “General Agreement on Tariffs and Trade”. Grupo de negociagdes diplomaticas
composto de varios paises, e que trabalha em “rodadas’ de negociacdo, onde se decidem
acordos diversos de interesse no relacionamento entre 0s paises participantes.

Cadigo de Normas do GATT: Documento assinado pelos participantes do GATT em fins
de 1979, que estabelece, dentre outras coisas, que o comércio internacional devera utilizar
de normas técnicas internacionais para dirimir possiveis conflitos entre parceiros
comerciais. Ele estabelece formas de se evitar as barreiras técnicas ao comércio.

AOAC International: “Association of Official Analytica Chemists Internationa”.
Organizacao internacional que promove a elaboracdo de normas técnicas de andlise
guimica aplicadas a diversos setores, como a industria de alimentos, analises usadas em
diagnosticos meédicos, fabricacdo de materiais de referéncia certificados para varias
aplicagbes, promove testes de proficiéncia de laboratérios em niveis nacionais e
internacionais.

CRM : “Certified Reference Materials’. Os materiais de referéncia certificados séo
substancias produzidas por entidades de reconhecimento internacional, que possuem
valores de certas caracteristicas medidas informadas em certificado, onde também constam
as incertezas de medic&o associadas a cada caracteristica. S8o utilizados para se detectar se
um método de andlise quantitativa € exato, ou para estimar seu vicio. Também sdo
utilizados para calibracdo. O comité da 1SO responsavel pela normalizagcdo dos assuntos
referentes a CRMs € 0 ISO/REMCO (“Reference Materials Committee”).

Padréo Primério : “padréo (material) designado ou amplamente aceito como possuindo as
mais altas qualidades metrol dgicas e cujo valor (de uma determinada caracteristica) é aceito
sem referéncia a outros padrées da mesma quantidade, dentro de um contexto especifico”.
Traducéo do Guia ISO 30, equivalente a defini¢céo do VIM (Vocabulério Internacional de
Metrologia).
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Incerteza de medicdo: estimativa associada a um valor de medicéo, que caracteriza a faixa
de valores dentro da qual o “verdadeiro valor” é assegurado estar, com um nivel de
confianca especificado.

Precisao: proximidade de concordancia entre resultados de teste mutuamente independentes
obtidos sob condicbes prescritas. E medida pela imprecisdo. Por exemplo, pelo desvio
padréo de repetibilidade ou pelo desvio padréo de reprodutibilidade, conforme o caso.

Repetibilidade: proximidade de concordancia entre resultados de sucessivas medicoes da
mesma caracteristica, sujeitas as condi¢cbes. mesmo procedimento de medi¢do, mesmo
observador (ou analista), mesmo instrumento de medicdo, usado nas mesmas condicoes,
mesmo lugar, e em curto intervalo de tempo.

Reprodutibilidade: proximidade de concordancia entre resultados de medicdo da mesma
caracteristica, onde as medicdes foram realizadas em condicdes diferentes, como: principio
ou método de medicdo, observador (ou andista), instrumento de medicado, lugar, condicbes
de uso, e tempo.

Rastreabilidade: propriedade do resultado de uma medida ou valor de um padréo que
estabelece, dentro de uma incerteza especificada, que o valor pode ser relacionado a
referéncias declaradas, usuamente padrfes nacionais ou internacionais, através de uma
cadeia ininterrupta de comparagoes (chamada cadeia de rastreabilidade).

Acurécia: proximidade de concordancia entre o resultado de teste e o valor de referéncia
aceito. Este termo, quando aplicado a um grupo de observages, descreve uma combinagéo
de componentes al eatorios e um erro sistematico comum ou componente de vicio.

Exatid&o: proximidade de concordancia entre o valor médio obtido de uma série de muitos
resultados de teste e um valor de referéncia aceito. A medida de exatiddo usuamente é
expressa em termos de vicio.

Valor de referéncia aceito: um valor que serve como uma referéncia de comum acordo para
comparagoes, e que € obtido como:
- um valor tedrico ou estabelecido, baseado em principios cientificos;
- um valor atribuido, baseado em trabalho experimental de alguma organizacéo
nacional ou internacional;
- um vaor de consenso, baseado em trabalho experimental colaborativo sob os
auspicios de um grupo de cientistas ou engenheiros.

Diferenca sistematica fixa: diferenca entre dois métodos de andlise, que € independente da
concentracdo da substancia analisada. Quando a diferenca € tomada em relacdo a um
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padrdo primario ou valor de referéncia aceito, a diferenca sistematica fixa é chamada de
vicio fixo.

Diferenca sistematica proporcional: diferenca entre dois métodos de analise, que muda com
a mudanca da concentracdo da substéncia analisada. Quando a comparagdo é realizada com
um padrdo primario ou valor de referéncia aceito, esta medida é chamada de vicio
proporcional.

Limite de Deteccdo: € a menor quantidade de uma substancia, que um determinado método
de medicéo é capaz de distinguir do ruido experimental, com um nivel especificado de
confianga. Esta caracteristica ndo esté relacionada a precisdo de medida, portanto € comum
métodos que possuem baixos limites de deteccéo apresentarem alta variabilidade proximo a
este valor. A quantidade que especifica o menor valor que se detecta com uma determinada
precisdo é o Limite de Quantificacéo.

Teste de Proficiénciaz o Guia 1SO 43-1 define teste de proficiéncia como sendo a
determinacdo do desempenho de um laboratério de teste por meio de comparactes
interlaboratoriais. Também pode prover informacdoes a respeito de identificacdo de
problemas e tomada de acles corretivas, pode ser uma fonte de garantia de qualidade
analitica do laboratério perante seus clientes, pode ser usado para se determinar valores de
referéncia aceitos em materiais de referéncia, aém de outras.

As definigOes e termos aqui apresentados sdo baseadas em consenso internacional dentro
das entidades citadas (IUPAC, 1SO, AOAC). Para um maior aprofundamento nestas
definigdes e conceitos, é recomendada a leitura dos Guias 1SO 25, 30, 31, 32, 33, 34, 35,
36, 43-1 e 43-2, assim como as hormas |SO 5725-1, 1SO 3534-1 e o VIM (“International
vocabulary of basic and general terms in metrology”). Estas publicagdes séo apresentadas
nas referéncias, ao final deste texto.
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Capitulo 1

Introducao e Objetivos

1.1 INTRODUCAO

Os estudos de comparacéo de métodos em quimica analitica representam um assunto
abrangente e amplamente discutido na literatura. Isto se deve ao fato de que decisdes de
grande responsabilidade sdo comumente tomadas com base em resultados de andlise
quimica.

Alguns exemplos podem esclarecer bem aimportancia desta quest&o.

Diagndsticos de doengas e consequiente prescricdo de remédios e tratamentos médicos séo
muitas vezes baseados em andlises laboratoriais. Evidéncias de crimes podem advir de
provas de laboratério, em que alguma tecnologia sofisticada é utilizada para desvendar a
identidade do criminoso. Ensaios de laboratério, tanto quimicos quanto fisicos, sdo
utilizados para determinagdo de constituintes dos materiais de construcdo em edificagdes e
estradas. A avaliagdo econdémica de negocios, na industria, freqlientemente depende de
ensaios nos produtos, em escala de laboratério ou em ensaios piloto. No caso especial da
indastria mineral, a andlise quimica é utilizada para o calculo do potencia passivel de
exploracdo de um bem mineral, o que influi nos célculos de investimentos necessarios em
equipamentos e infra-estrutura, assim como na previsao de lucro futuro do negocio.

O intercambio de bens de consumo e “commodities’ no mercado internacional envolve
uma parcela consideravel de capital, em transagdes multilaterais regulamentadas por
acordos, e que por sua vez muitas vezes envolvem o0 uso de métodos analiticos para
garantia da qualidade. Um exemplo de acordo deste tipo é o Codigo de Normas do GATT
(“General Agreement on Tariffs and Trade”), que favorece o uso de normas internacionais
na avaliagdo de produtos de exportacdo. Alguns paises, como os Estados Unidos da
América, possuem entidades governamentais para controlar a qualidade de alimentos e
medicamentos (no exemplo, o FDA — “Food and Drugs Administration”) produzidos
internamente ou importados. Nestas situacbes é comum 0 uso de métodos de andlise
guimica regulamentados ou normalizados. Estes métodos sdo chamados em varias
situacOes de métodos de referéncia, métodos oficiais, métodos de arbitragem, além de
outras denominagoes.

Em qualquer das situagdes citadas como exemplo pode surgir a necessidade de comparar
métodos. De um lado, quem toma a decisdo a partir dos resultados de ensaios pode ter
duvidas quanto aos valores apresentados nos certificados ou laudos de andlise. De outro,
pode-se desgjar publicar 0 método como um método oficial ou de referéncia, e paratanto é



Universidade Federal de Minas Gerais
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Estatistica

exigido que este passe em uma série de avaliagles, incluindo a comparacdo com 0s
métodos considerados classicos ou de referéncia existentes, nos quais a comunidade
cientifica confia. Surgem entdo dois conceitos muito importantes dentro deste tipo de
estudos. o da confiabilidade do método, que pressupbe a existéncia de meios para a sua

validacéo.

Entende-se por confiabilidade do método analitico a sua capacidade em atender a uma série
de exigéncias que garantam sua adequacdo ao uso em circunstancias especificas. Dentre
estas exigéncias estdo aquelas usuamente demandadas em sistemas de garantia de
qualidade, como a rastreabilidade a padrbes primérios, limite de deteccdo, limite de
quantificacdo, registros adequados, precisao, exatidao, seletividade, robustez (no sentido da
palavra inglesa “ruggedness’), linearidade, e outras. Em geral, para se estabelecer a
confiabilidade de um método, é necessério se realizar sua validagéo.

Validagdo € um termo que se refere ao estabel ecimento das caracteristicas de qualidade do
método, especificando bem o dominio em que ele é valido. Nestes estudos usualmente se
estabelece os limites de aplicagdo (em termos de teores da substancia a anaisar), as
equacOes de precisdo necessarias a0 seu Uso, como por exemplo a repetibilidade e a
reprodutibilidade. Também se estabelece em que faixa de concentracfes 0 método pode ser
considerado exato, aém de se buscar também num estudo de validag&o especificar em que
matrizes ele pode ser aplicado. Por exemplo, um método desenvolvido para determinacdo
de ions de sddio em plasma sangtiineo ndo obrigatoriamente sera Util para determinacéo dos
Mesmos ions em agua.

Danzer et al.. (1995) apresentam um modelo matemético tridimensional para o estudo de
métodos de analise, envolvendo, em suas projecdes bidimensionais, trés variagbes comuns
em quimica analitica: calibraco, medicdo (que os autores chamam de avaliagdo analitica),
e recuperacdo. Como casos especiais deste Ultimo, citam os estudos de andlises de amostras
de controle (materiais de referéncia certificados) e de comparagdo com outro método de
andlise, considerado confiavel e ndo viciado. O presente trabalho se concentra na
comparagado de métodos, e a comparagdo com resultados de CRMs, que sdo os dois ultimos
casos citados. Muitos dos resultados encontrados podem também ser aplicados nas outras
variagoes apresentadas por estes autores. Onde pertinente, sdo feitas algumas consideractes
sobre estas outras aplicagoes.

Existem muitos métodos para o tratamento do problema de comparacdo de métodos.
Altman e Bland (1997) propdem o uso de gréficos de diferenca, com conseqlente
tratamento dos resultados por um teste “t” de Student. Bolfarine, Rodrigues e Cordani
(1992) apresentam abordagens bayesianas para utilizagdo em problemas de regressdo com
erros nas variaveis. Técnicas desenvolvidas para o tratamento de model os de regressdo com
erros nas variaveis poderiam ser adaptados a estes estudos. Existem muitos trabalhos que
poderiam ser assim considerados. Schafer (1987) discute uma aplicacdo do algoritmo E-M
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para erros nas variaveis em modelos lineares generalizados. Zeger e Karim (1991)
apresentam uma solucdo de analise de modelos lineares generalizados por meio do
amostrador de Gibbs. Whittemore e Keller (1988) utilizam estimativas de maxima
verossimilhanca e quase-verossimilhanga, comparando com outros métodos, também no
caso de regressdo. Embora as trés Ultimas citagdes feitas ndo sejam de propostas para
estudos de comparacdo de métodos em quimica analitica, elas poderiam inspirar métodos
aternativos de inferéncia para este caso.

O estudo completo do problema de comparagcdo de métodos envolve a comparagdo dos
resultados obtidos por dois métodos (e nesse caso se busca saber se ha concordancia, em
média, entre os resultados obtidos por ambos), e a comparagdo entre as precisdes de ambos.
Embora ndo se encontre na literatura especifica de quimica analitica propostas para o
tratamento dos dois problemas em conjunto, é possivel modelalos desta maneira,
utilizando o método de méaxima verossimilhancga, ou alternativamente, utilizando métodos
bayesianos. A primeira destas fornece um sistema de equagGes ndo lineares em que 0s
parametros a estimar ndo sdo explicitaveis (o que dificulta, portanto, a solucéo do sistema
utilizando métodos iterativos), e ndo se consegue expressdes “fechadas’ para 0s
estimadores. Seria necessario utilizar métodos numeéricos de maximizagdo para se encontrar
as estimativas. A segunda opcdo, de se usar um método bayesiano, ainda é pouco conhecida
dentro do meio analitico, e ambas as alternativas vao além do que se propde no presente
trabal ho.

A comparagdo de métodos, na forma como é encontrada hoje, mesmo em comités de
normalizacdo analitica internacionais, € dividida em duas etapas. Primeiramente se encontra
as precisdes dos dois métodos e se procede a sua avaliacdo. SO entdo se realizam
comparacOes dos resultados encontrados pelos dois. Muitas vezes, mesmo a avaliagdo das
precisdes é colocada em segundo plano ou mesmo desconsiderada. Por isto, no presente
trabalho se inclui esta etapa, ja que tem importancia fundamental na segunda instancia, em
gue os resultados sdo testados em sua igualdade. Obviamente, esta igualdade se da dentro
de certa preciso, apesar de alguns autores ndo se preocuparem com isto.

Para 0 caso especifico da literatura de quimica analitica e aplicagOes relacionadas, vérias
abordagens séo discutidas no presente trabalho. Linnet (1990) cita uma revisdo feita nas
edicdes dos trés primeiros meses de 1988 do periddico “Clinical Chemistry”, em que ele
conta 50 artigos de comparacdo de métodos. Destes, 46 utilizam regressdo linear ssimples
por minimos quadrados ordinarios. Nos demais, € aplicado o método de Deming (1943).

Técnicas de regressdo sdo mais freqlentemente utilizadas neste tipo de estudos porque
permitem a estimativa dos dois tipos de erros sistematicos: fixo e proporcional. Entretanto,
0 uso de minimos quadrados ordinérios ndo € recomendado por causa de trés aspectos que
s80 caracteristicas comuns dos métodos de analise quimica:
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» Presencade erros nos dois métodos comparados;

* Estes erros ndo sdo constantes ao longo da faixa de concentragfes analisadas
(heteroscedasticidade);

* Presenca de pontos discrepantes ou dados contaminados, comuns em situagoes
préticas.

Desconsiderar estes aspectos, que sdo da natureza fundamental dos métodos de quimica
analitica, leva a se obter estimativas viciadas dos parametros da reta, e as conclusbes
obtidas muitas vezes chegam a ser tiradas com erros superiores aos supostos.

Para tratar o primeiro aspecto enumerado (presenca de erros nos dois métodos), grande
quantidade de publicacdes é disponivel, propondo métodos de regressdo com erros nas
variadveis. Riu e Rius (1995) apresentam uma extensa revisdo destas propostas. Os métodos
encontrados podem se subdividir em duas classes. 0s que consideram erros nas variaveis,
porém constantes ou homogéneos em ambas (Altman e Bland, 1997; Hollis, 1996;
Cornbleet e Gochman, 1979; Danzer et a., 1995; Hartmann et al., 1997; Petersen et al.,
1997; Zwanziger e Sérbu, 1998 e outros); e os que consideram algum tipo de ponderacéo na
regressdo. Neste Ultimo caso se classificam os métodos propostos por Lisy et al. (1990),
Riu e Rius (1996), Kalantar et al. (1995), Linnet (1990), Cecchi (1991), Neri et al. (1989),
Ripley e Thompson (1987). Apenas os autores citados nesta segunda classe de propostas
consideram a heteroscedasticidade, citado como segundo aspecto importante em
comparacdo de métodos.

Em nenhuma destas publicaces, entretanto, € utilizada alguma forma de modelagem
matemética da precisdo com a concentragcdo. Ripley e Thompson (1987) e Linnet (1990)
citam a modelagem funcional para a variancia da andlise quimica, mas no caso dos
primeiros ela ndo é utilizada na abordagem sugerida. Eles partem do pressuposto de que as
variancias em cada ponto sdo conhecidas, e portanto ndo precisam possuir estrutura
definida. Em Linnet (1990) esta modelagem € restricdo do método proposto. Ambos
comentam o modelo de relacdo linear entre o desvio padrdo da andlise e a concentragéo,
que entretanto ndo explica esta caracteristica adequadamente em todas as situactes préticas.

M odelagens mais elaboradas do erro aleatorio séo vistas em outros autores, porém nao para
comparagdo de métodos, mas para calibragdo e para estudos de normalizagéo e publicacéo
de métodos. Contribuigdes importantes neste sentido sdo as de Horwitz (1982), Rocke e
Lorenzato (1995) e Thompson e Lowthian (1997).

Sendo assim, a precisdo € considerada apenas para se definir fatores ponderadores de
regressdo. Trabalhos de comparacdo de métodos usuamente abordam a comparagéo dos
resultados dos dois métodos, e ndo da precisdo com que estes resultados sdo produzidos.
Para isto seria necessario se dispor de modelos mateméticos que representem de forma
aproximada a variagdo da precisdo com a concentragdo, como encontrado na prética, e de
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técnicas edtatisticas para comparar estes modelos, através de inferéncia sobre seus
parametros.

Para contornar 0 problema de dados contaminados, séo propostos modelos de regresséo
robustos. Em aplicagbes de quimica analitica, os méodos mais citados sGo o da minima
mediana dos quadrados, de Rousseeuw e Leroy (1987), o da minima mediana dos
quadrados ortogonal, apresentada em Sarabia et a. (1997) e Hartmann et al. (1997), o
método de Passing-Bablok (1983) e aregressdo estrutural da minima mediana e a regressao
estrutural absoluta, as duas Ultimas propostas por Feldmann (1992).

Na revisdo bibliogréfica (capitulo 2) é apresentada uma breve discussdo dos trés tipos de
métodos citados. Também sdo mostrados os modelos matematicos usual mente utilizados
para explicar avariagdo do desvio padrdo do erro aleatdrio com a concentragéo.

No capitulo de métodos (capitulo 3), alguns dos procedimentos estatisticos citados na
revisdo sdo apresentados com maior detalhamento. Os procedimentos considerados para
este trabalho s80 os de regressdo. Estes métodos sdo posteriormente utilizados nos estudos
de ssimulag&o, no capitulo de aplicacdes (capitulo 4). O propésito das simulacdes é o de
comparar os diferentes estimadores de regressdo propostos na literatura entre si, mesmo
sabendo-se que alguns ndo sdo adequados para este tipo de comparagoes.

No capitulo de aplicagdes (capitulo 4) também sdo apresentados exemplos reais, alguns
tirados da literatura, e outros referentes ao trabalho do autor como responsavel pelo
desenvolvimento e avaliacdo de métodos de analise quimica aplicados a industria da

mineracao.

No capitulo 5 sdo apresentadas as conclusdes do trabalho. No Anexo (capitulo 6), sdo
apresentados os codigos-fonte dos programas de computador desenvolvidos para aplicagéo
dos métodos descritos no capitulo 3 e os utilizados para as simulagdes e aplicagdes préticas
do capitulo 4.

1.2. OBJETIVOS

O objetivo geral deste trabalho é o de fornecer uma sistematica que permita a comparacéo
de dois métodos de analise quimica, em termos de concordancia dos val ores médios obtidos
por ambos, assim como em termos de igual dade da precisdo analitica nos dois.

Os passos tomados para se atingir este objetivo sdo:

a) apresentar uma revisdo dos métodos de regressdo com erros nas variave's, aplicados a
comparagao de métodos de andlise quimica;
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b) apresentar uma revisdo dos modelos que representam a variagdo do desvio padréo do
erro aeatério (Qque mede a precisdo analitica) com a concentracdo da substancia
analisada;

C) comparar os métodos de regressdo utilizados e propostos na literatura, através de
simul agbes computacionais;

d) finalizando, propor um método de regressdo, que considere a modelagem do erro
deatério, baseado nos resultados da simulacdo e fundamentados teoricamente,
apresentando exempl os préticos de aplicacéo.
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Capitulo 2
Revisdo Bibliografica

Estudos de comparacéo de métodos em analise quimica tém por base duas sequéncias de
dados. Dispde-se de um nimero n de amostras (por exemplo, provenientes de coleta de
solos em regides diferentes, de minérios provenientes de uma mesma ocorréncia geol ogica,
agua, sangue, ou de alimentos de um mesmo tipo). Cada uma destas amostras € divididaem
duas partes, que sdo submetidas a andlise por dois diferentes procedimentos quimicos, ou
diferentes instrumentos, ou diferentes laboratérios. Os resultados assim obtidos sdo
representados por dois vetores, por exemplo, X e Y.

2.1 COMPARACAO ENTRE RESULTADOS DE DOISMETODOS

Na area de quimica clinica os estudos de comparacéo de métodos ganharam ao longo do
tempo grande importancia, que pode ser evidenciada pela profusdo de publicactes a
respeito. Roy Barnett (1965) publicou um dos primeiros guias para orientar neste tipo de
estudos. Este trabalho contou com a assisténcia do Dr. W. J. Youden, estatistico do antigo
“National Bureau of Standards’. Nesta primeira proposta, e na que a sucede (Barnett e
Y ouden, 1970), sdo considerados apenas trés niveis de concentragdo em cada método, e a
técnica de teste utilizada € um teste “t” de Student para dados emparelhados. Apesar de
sugerirem a apresentagdo dos dados em graficos onde se poderia evidenciar uma relagéo
linear entre os dois vetores comparados, ndo fazem referéncia a nenhum teste de hipotese
para se confirmar os valores dos parametros. Na verdade, ndo propdem que se estime estes
parametros. O grafico seria apenas para visualizagdo dos dados. No artigo de 1970 os
autores sugerem que uma regressao utilizando o método de minimos quadrados (ordinarios)
pode ser utilizada, mas apenas para se visualizar no gréfico se areta obtida parece diferir da
retaY=X.

Altman e Bland (1983) propdem uma metodologia parecida, porém com destaque para a
representacdo gréfica, utilizando uma figura onde se cruzam valores das diferencas entre
métodos (respeitando os sinais) com as médias. Eles chamam a esta técnica “ Gréficos de
Diferenca’. Hollis (1996) apresenta detalhadamente os cal cul os necessarios para se utilizar
a proposta de Altman e Bland (1983), que na verdade é um teste “t” de Student para dados
emparelhados. Esta Ultima autora ndo recomenda o uso de andise de regresséo,
supostamente devido as limitagOes da técnica, porém tais limitagdes se referem ao método
de minimos quadrados ordinarios. Parece que ela, assm como outros autores, confunde
regressdo com metodo de minimos quadrados ordinérios.

Stockl (1996) sdlienta que o importante do método “Grafico de Diferengas’ ndo é a
representacdo gréfica, mas os métodos de inferéncia utilizados, 0 mesmo vaendo para
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anadlise de regressdo. O que este e outros autores ndo citam, é que este tipo de métodos
somente é valido se a variancia é aproximadamente constante ao longo da faixa de
concentragdes estudada.

Infelizmente, o teste “t” de Student, técnica advogada por Altman e Bland (1983), Hollis
(1996), Stockl (1966), e reforcada por Petersen et al. (1997) ndo permite testar a existéncia
de eros sisteméticos proporcionais, aém de ndo tratar adequadamente a
heteroscedasti cidade presente em resultados de andlise quimica.

Westgard e Hunt (1973) fazem uma avaliaco por simulacdo para apontar as vantagens e
desvantagens dos métodos até entdo comumente utilizados na érea clinica. Em resumo,
mostram a inadequacéo dos métodos de teste utilizando as estatisticas “t” de Student, F de
Fisher para a razéo de variancias, o coeficiente de correlacdo de Pearson, e 0 método de
minimos quadrados ordinarios. As simulacGes por eles realizadas ndo utilizam nimeros
aleatdrios, mas partem de uma série de dados onde sdo sistematicamente introduzidos erros,
conforme as situagOes que se desegja avaliar. Estes autores, apos este estudo, recomendam o
uso da andlise de regressdo. Neste trabalho, eles utilizaram o estimador de minimos
quadrados ordinarios.

Entretanto, para a utilizagcdo da andlise de regressdo, é necessario se conhecer que tipo de
dados estdo disponiveis, pois existem inimeras alternativas para se encontrar uma reta que
passa pel 0s pontos experimentais.

Muitas das abordagens encontradas na literatura técnica do assunto sdo baseadas em
regressdo. Neste caso, a equivaléncia entre métodos € usualmente aceita se, apds tracar-se
uma reta de regressdo que passe pelos pontos (X,Y), obtém-se um coeficiente angular
préximo de um e uma intercessao proxima de zero. Varias abordagens sdo sugeridas para se
obter as estimativas dos parametros desta reta, e o0 assunto € fonte de pesquisa ha muito
tempo. Referéncias de abordagem deste problema sdo Deming (1943), Youden (1955),
Mandel (1964), Caulcutt e Boddy (1983), e Massart et al. (1988). Ripley e Thompson
(1987) citam uma proposta de Adcock, encontrada em uma edicéo de 1878 darevista“The
Anayst”, publicada pela “Royal Society of Chemistry”. Nesta proposta, € sugerida uma
técnica de regressdo ortogonal, onde se minimiza a soma dos quadrados das distancias
ortogonais dos pontos observados a reta de regresséo, em contraposicdo ao metodo de
minimos quadrados ordinarios, que minimiza a soma de quadrados das distancias verticais.

A abordagem por regressdo é geramente favorecida entre diversos autores, como por
exemplo Penninckx (1994), que sugere a utilizacdo do estimador de minimos quadrados
ordinarios, devido a possibilidade de se conhecer os dois componentes de erro sistemético,
ou de vicio, se for o caso: fixo e proporcional. Na verdade estes componentes podem ser
estimados utilizando-se qualquer procedimento de regressdo. O erro fixo € estimado pela
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intercessdo da reta de regressdo e o proporcional pela inclinagdo. Os casos que se
encontram podem ser resumidos na Figura 2.1.
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Figura 2.1: Exemplos de situagdes com presenca de diferentes tipos de erros sisteméticos.

(a) erro sistematico fixo entre os dois métodos; (b) erro sistematico proporcional entre os dois métodos; ()
presenca de erros sistematicos, tanto fixos quanto proporcionais entre métodos. A linha continua de referéncia
representa a igual dade entre os dois métodos. RepresentaaretaY=X.

Este autor alerta para o fato de que quando os erros de medida dos dois métodos forem da
mesma ordem de grandeza, algum método de regressdo que considere erros nos dois eixos
deve ser utilizado.

Quando se sabe que a variancia ndo muda ao longo da faixa de concentragdes do método de
analises, s80 sugeridas varias alternativas para comparar dois métodos. Esta suposic¢ao,
embora ndo seja em geral verdadeira, pode ser aceita em algumas situagdes. Normalmente,
quando a faixa andlitica (intervalo de concentracbes onde os métodos sdo validos) é
pequena, esta suposi¢cao é aproximadamente verdadeira.

Linnet (1993) cita um exemplo disto. Segundo este autor, a concentracdo de €l etrdlitos em
soro sanguiineo € regulada rigidamente em organismos sadios, e desvios associados com
doencas sdo pequenos a moderados. Para o teor de sodio, por exemplo, foi encontrado por
Cornbleet e Gochman (1979) uma razédo de 1,15 entre o maior valor comparado e 0 menor,
usando o método de referéncia. Para faixas assim estreitas, a variancia é aproximadamente
constante em ambos 0s métodos comparados, e pode-se utilizar desta suposi¢céo no método
estatistico.

Um dos estimadores mais comuns, utilizado nestas situacfes, € o de minimos quadrados
ordinarios. Esta técnica, embora ndo considere o erro nas medidas do método de referéncia,
€ considerada no presente estudo, devido a sua popularidade.

O método de minimos quadrados ordinérios é apresentado com detalhes em Seber (1977),
Draper e Smith (1981), e Montgomery e Peck (1992). No Capitulo 3 sdo apresentados 0s
resultados mais importantes desta técnica para 0 estudo aqui proposto.
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Zwanziger e Sarbu (1998) propdem um método de regressao que considera que a variancia
€ constante ao longo da faixa de concentragOes estudada, sem ignorar o fato de haver erro
nas duas varidveis, e testam a raz&o entre os vaores absolutos dos coeficientes A e B da
reta Ax + By + C = 0 através de uma técnica que estes autores chamam de andlise de
variancia informacional. A hipotese basica neste problema é a de que arazéo |A/B| = 1. No
exemplo ilustrativo ndo fica clara qual a vantagem deste método em relacdo a outros,
citados pelos autores, e usados como comparagdo. Os autores apenas citam que a andlise de
variancia informacional utiliza de suposi¢oes minimas a respeito da distribuic¢éo dos dados,
e independe da faixa de variagdo dos mesmos.

Danzer et a. (1995) apresentam uma série de aternativas para se encontrar 0S parametros
da reta de regressdo, todas incluidas na descricdo genérica de regressdo ortogona. O
principio basico dos métodos ortogonais é gque a distancia a ser minimizada (na verdade a
soma dos quadrados desta disténcia € minimizada) € a distancia ortogonal dos pontos a reta.
Os autores contrapdem o método de minimos quadrados ordinarios (por eles denominado
minimos quadrados gaussianos) com propostas de Wald (1940), Mandel (1984), um
método descrito pelos mesmos autores designado método da Média Geométrica, e também
usam a técnica de Componentes Principais.

O método de Wald se assemelha a0 método de trés grupos de Bartlett (1949). Ambos
particionam os dados a partir dos resultados ordenados da variavel x. Bartlett propde a
particdo em trés grupos onde pelo menos o primeiro e terceiro devem possuir 0 mesmo
tamanho. Wald divide os dados também ordenados, mas em dois grupos. O coeficiente
angular em ambos os casos é calculado pela razéo das diferencas entre as médias de y
(maior média menos a menor média) e de x. Riu e Rius (1995) afirmam que o método de
Bartlett tem importéncia apenas histérica, e que leva a grandes erros de estimativa em
certos grupos de dados.

O método descrito como sendo o método de Mandel € uma variagdo do que Mandel
descreve em seu livro (Mandel, 1964) como sendo o método de Deming. No caso, a
variagdo citada é o fato de se considerar a raz&o de variancias igual a um. Este método é
apresentado em detal he no capitulo de métodos, no presente estudo.

O método da média geométrica se resume em obter as inclinagdes por minimos quadrados
ordinérios considerando y como funcdo de x, e depois de x como funcdo de y. Estas
inclinagOes, representadas como by e by, sdo utilizadas para cllculo da média geométrica
destes coeficientes.

O método de componentes principais produz dois componentes, o primeiro fornece uma
aproximacdo para a linha de regressdo buscada, e 0 segundo representa o espalhamento
ortogonal dos dados ao redor dalinhareta.
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Em todos os casos citados acima a intercessdo da reta é encontrada ao se utilizar do fato de
que areta passa pelo ponto representado pelamédiaemy e em X, o ponto (X, Y) .

Danzer et al. (1995) apresentam um estudo de simulago utilizando o estimador de Wald, o
de Mandel, o da Média Geométrica, o que utiliza Componentes Principais e o0 método de
Minimos Quadrados Ordinarios. As simulagfes se baseiam em experimentos de calibracdo
analitica, utilizando cinco pontos, com trés réplicas de cada. Os erros aeatérios séo
primeiramente assumidos como apresentando variancia constante eigual para X e Y. Numa
segunda instancia, faz-se variar a relacéo entre as variancias, para se testar qual estimador
apresentaria melhor desempenho. Para todas as simulagfes foi utilizada inclinag&o unitéria
para a reta tedrica, o que significa considerar que ndo ha desvios sistematicos entre 0s
métodos de andlise quimica. Os melhores resultados foram obtidos com o estimador
proposto por Wald.

O método mais citado na literatura de quimica analitica para a comparagdo de métodos,
guando se desgja utilizar regressdo com erros nas variavels, portanto evitando o uso de
minimos quadrados ordinarios, € o chamado método de Deming.

Em todas as publicacGes onde é citado, a referéncia dada é Deming (1943). Paiva Lima
(1996) trabalha com este método sem fazer referéncia a Deming, e da a ele a denominacdo
de método classico de modelo funcional de méxima verossimilhangca com razéo de
variancias conhecida. Paiva Lima (1996) deduz este estimador através do método de
maxima verossimilhanca, quando se considera as variancias nos dois eixos constante.
Reescrevendo a expressdo da verossimilhanga, esta autora mostra que ndo € necessario
conhecer as duas variancias separadamente, basta conhecer a razéo entre elas, e torna-se
possivel a estimagdo dos pardmetros. No capitulo de métodos sdo apresentadas as
expressoes para se obter este estimador.

As referéncias mais comuns na literatura de quimica analitica para este método séo Mandel
(1964) e Cornbleet e Gochman (1979). Danzer et a. (1995), como citado anteriormente, e
Hartmann et al. (1997) o chamam de método de Mandel, devido a uma publicacdo deste
(Mandel, 1984), onde € apresentada uma maneira diferente de se obter as estimativas dos
parametros e respectivos erros padrdo, por meio de uma transformacdo de variaveis.
Mandel faz uma rotagdo e translacdo de eixos nas variaveis originais, para obter um novo
sistema coordenado onde os pressupostos do método de minimos quadrados ordinarios séo
aproximadamente vaidos. Muitos autores citam o método de Mandel como sendo um caso
especial do método de Deming, quando se considera a razéo de variancias constante e igual
a um. Entretanto, Mandel (1984) deriva equacOes genéricas que podem ser utilizadas
quando as variancias forem constantes e diferentes. As formulas apresentadas por Paiva
Lima (1996), Mandel (1964) e Cornbleet e Gochman (1979), para estimar os parametros da
reta, so equivalentes.
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Embora se saiba que em muitas situagbes os métodos de regressdo que consideram
variancia constante sdo teoricamente injustificados, Cornbleet e Gochman (1979) mostram
que o método de Deming pode ser aplicado, se o0 coeficiente de variagdo nos dois métodos
for inferior a 20%, o que é fregiente em quimica analitica. Em suas simulacdes, estes
autores exploram situagbes com dados seguindo distribuicdes normais e log-normais,
variancias constantes e coeficientes de variagdo constantes. Em todos 0s casos, 0 erro
sistematico entre os métodos comparados é expresso pela equacdo y =10+ 0,90x, ou sga,
método y com diferenca fixa de 10 unidades acima do método X, e erro proporciona de
10% para baixo do mesmo. Sdo comparados os métodos de minimos quadrados ordinarios,
o de Deming, o de Mandel (considerando razéo de variancias unitaria) e o de Bartlett. Ao
final, os autores recomendam o uso do método de Deming.

O caso mais genérico, quando se considera a comparacdo de métodos em quimica analitica,
€ aguele em que sdo considerados erros nos dois métodos, e a variancia destes erros
depende do valor de concentragdo da substancia analisada. Muitos autores consideram,
apesar disto, como satisfatoria a utilizacdo do método de minimos quadrados ponderados.
Christensen (1996), por exemplo, advoga 0 uso desta técnica para comparar resultados de
um novo método com resultados de CRMs. O problema real nesta alternativa € que
despreza os erros em X, introduzindo, portanto, vicio nas estimativas.

Existem situacBes, entretanto, em que o estimador de minimos quadrados ponderados €
teoricamente correto, quando se sabe que os erros de medida no método x sdo bem menores
que os do método y. Isto acontece em algumas situagdes de calibragcdo, embora ndo se possa
dizer que é uma suposicdo sempre valida mesmo entdo. Trabalhos propondo esta técnica
para calibragdo podem ser vistos em Agterdenbos (1979), Schwartz (1979), Garden et al.
(1980), e Waitters, Carroll e Spiegelman (1987).

Quando a suposicdo de que 0s erros em X sG0 muito menores que 0s erros em y ndo puder
ser aceita como verdadeira (Que € 0 mais comum no caso de comparagdo de métodos),
torna-se necessario utilizar métodos de regressao ponderada com erros nas variaveis.

Uma introducéo a estes métodos, aplicados a andlises quimicas, com uma extensa pesquisa
bibliografica, é apresentada em Riu e Rius (1995). Os méodos melhor avaliados por estes
autores partem de uma extensdo do critério de minimos quadrados ponderados, ao se
considerar também os erros em X, sendo os ponderadores funcfes das duas variaveis. As
estimativas sd0 produzidas entdo pela minimizacdo deste critério em relagcdo aos
parametros.

Linnet (1990) propde uma variagdo do método de Deming para situagdes onde o erro pode
ser expresso como funcdo linear da concentracéo (com intercessdo nula). Isto equivale a
dizer que o coeficiente de variacdo é constante, e que o limite de deteccéo € zero. O método
parte da minimizagdo de uma expressdo similar a do método de Deming, substituindo a
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razéo de variancias por uma constante gque equivale a uma razéo entre coeficientes de
variacdo elevados a0 quadrado. Desta forma, as formulas de calculos obtidas séo
equivalentes as do método de razéo de variancias constante.

O método, como apresentado por Linnet, é especificado para 0 caso em que as comparacoes
sdo feitas com dados em duplicata de cada método para cada amostra. Torna-se necessario
adapté-lo para um caso mais geral, por exemplo quando se desga utilizar estimativas
funcionais para os desvios padréo de medida em cada método, ou para estimativas obtidas
com mais que duas réplicas por amostra.

Para estimar a razdo entre os coeficientes de variagdo elevados ao quadrado, o autor propde
um método iterativo, que é testado por meio de simulacOes. Estes testes mostram que a
estimacdo dos pesos de regressdo (que dependem dos valores “verdadeiros’ de teor
encontrados pelos dois métodos) afeta a razéo de coeficientes de variagcdo, que por sua vez
afeta a estimativa da inclinac8o da reta, introduzindo vicio nesta Ultima. Ao redlizar estas
estimativas, e utilizar a reta encontrada para atualizar os valores de concentracdo e assim
estimar novamente 0s pesos, apos algumas iteracbes sdo produzidas estimativas ndo
viciadas dos parametros.

Em outro artigo (Linnet, 1993), ele utiliza simulacdes para comparar os dois estimadores de
Deming com os méodos de minimos quadrados ordinarios, minimos quadrados
ponderados, e um método ndo paramétrico, proposto por Passing e Bablok (1983). Séo
feitas trés simulagdes, baseadas em problemas reais de quimica clinica. Na primeira os
erros possuem variancia constante, e a faixa de variagdo das concentracoes é pegquena. Os
métodos comparados sdo 0 de minimos quadrados ordinarios, 0 méodo de Deming e 0
método ndo paramétrico de Passing e Bablok (1983) neste exemplo. Os resultados mostram
gue apenas 0 méodo de Deming fornece estimativas ndo viciadas para os parametros da
reta e para o erro quadratico médio. O nimero de rejeicdes neste método esta proximo de
5%, conforme especificado para o teste de hipo6teses. Os outros dois métodos apresentam
um grau de rejeicao de aproximadamente 20%, mesmo usando um nivel de significancia de
5% para os testes. Na segunda simulagéo os erros possuem desvio padréo proporciona a
concentracdo, e os resultados mostram que as cinco técnicas de regressdo apresentam
estimativas dos parametros com vicio muito pegueno. Entretanto, os testes de hipétese para
a igualdade entre os métodos de andlise quimica apresentam rejeicdo de 5% apenas para o
método ponderado de Deming. Para os demais, a rejeicdo € de no minimo 7%, podendo
chegar a 22% no caso de se utilizar minimos quadrados ordinarios. Na terceira simulacéo
os dados sdo analogos aos do segundo caso, porém com inclusdo de dados contaminados.
Para esta situacdo, o autor propde um meétodo de deteccdo e eliminagdo de dados
discrepantes para se proceder aos célculos de estimacdo de parémetros. Realizando esta
eliminacdo de dados “outliers’, o método ponderado de Deming produz os menores erros
quadréticos médios, sendo que 0s vicios de estimativa ndo sdo problema nos métodos
usados (ndo parameétrico e ponderado de Deming).
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Em outro artigo (Linnet, 1998) ele volta a usar de simulagdes, desta vez para comparar 0s
dois métodos de Deming por ele advogados e 0 método de minimos quadrados ordinérios.
Nestas simulacfes 0 autor se preocupa com a especificacdo da razéo de variancias, que é
supostamente conhecida para aplicagdo do método de regressdo. O autor comenta que
embora 0 método seja derivado considerando esta suposi 8o, muitas vezes 0s pesguisadores
utilizam razdo unitéria, por ndo disporem de tal informacdo. Nestas situacdes, ele mostra
que podem surgir vicios grandes nas estimativas, principamente quando a faixa de
concentragdes avaliadas for pequena.

Thompson (1982), propbe um método por ele intitulado de regressdo de maxima
verossimilhanca. Entretanto, o estimador de Thompson ndo é reamente o de maxima
verossimilhanga. Este autor propde, posteriormente, juntamente com o Professor Brian
Ripley, da Universidade de Strathclyde, Glasgow, um método de méxima verossimilhanca.
Este é encontrado em Ripley e Thompson (1987).

No artigo de 1982, Thompson readliza varias simulagdes de Monte Carlo para testar o
estimador por ele apresentado, comparando-o com os de minimos quadrados ordinérios e
minimos quadrados ponderados. Os dados simulam diferentes faixas de concentragdo, com
os valores distribuidos uniformemente, incluindo diferentes graus de vicio fixo e
proporciona no segundo método. Os erros aleatdrios sdo modelados de forma linear com a
concentracdo. Para atribuir estes erros aleatdrios nas duas variaveis comparadas, séo feitas
combinacdes para se obter desde erros compativels nos dois, até erros bem diferentes. O
autor também testa desvios da linearidade, introduzindo curvaturas variaveis nos dados,
além de avaliar ainfluéncia do nimero de pontos da regressao nas estimativas de erros dos
coeficientes da reta estimada. As comparacoes sdo favoravels ao estimador proposto por
ele, jAque os outros dois estimadores usados apresentam restri¢des tedricas conhecidas.

Ripley e Thompson (1987) escrevem a fungdo de verossimilhanga para os dados de um
estudo de comparacdo de métodos, considerando que as variancias em cada ponto s&o
conhecidas. Apresentam o agoritmo de calculo e deducbes no artigo. Também sdo
apresentados exemplos de aplicagdo, onde se constata que as estimativas obtidas pelo
método proposto sdo diferentes das obtidas por minimos quadrados ordinarios, minimos
quadrados ponderados e minimos quadrados iterativamente reponderados. Este ultimo
método é uma adaptacdo do método de minimos quadrados ponderados, utilizando como
ponderador uma expressdo que é funcdo dos erros nos dois eixos. Eles ndo testam o
estimador em experimentos de simulagdo. No capitulo 3 do presente trabalho € mostrado
como se obter o estimador proposto por estes autores.

Outra proposta, citada por Riu e Rius (1995) e Cecchi (1991) € ade Neri et a. (1989), que
propdem a minimizacdo da soma dos quadrados das menores disténcias de cada ponto
experimental aretateorica, i.e., das distancias perpendiculares areta.
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Através da aplicacdo da lei de propagacéo dos erros sem aproximagoes, Riu e Rius (1995)
afirmam que a expressdo tratada por Neri et al. (1989), se tornaigual a utilizada por outros
métodos apresentados por eles. Ainda relatam que, segundo Neri et a. (1989), a direcdo de
minimizagdo ndo é a caracteristica mais importante do método de estimagdo, porém sim a
escolha do fator ponderador na regressao.

Kalantar et al. (1995) apontam como um método particularmente conveniente de estimacao,
a modificagdo de Williamson sobre o método de York. Este méodo se resume a um
algoritmo iterativo de solucdo do problema de minimizacdo da soma dos quadrados dos
residuos ponderados, usando os fatores ponderadores propostos por Néri et al. (1989). A
solugdo proposta por Williamson corrige um problema inerente ao algoritmo de York em
seu trabalho original.

York, segundo MacTaggart e Farwell (1992), parte da minimizacdo da mesma expressao
utilizada por Kalantar et a. (1995), e obtém uma equacao polinomial do terceiro grau em b
(coeficiente angular da reta). Os coeficientes do polindmio obtido dependem dos pesos de
regressao, gque por sua vez dependem de b, o que faz com que na verdade a equacdo ndo
sgja cubicaem b, como ele afirma.

Tratando a expressdo por ele derivada como um polinémio de terceiro grau, Y ork apresenta
uma solucéo genérica iterativa que fornece as trés raizes para 0 mesmo. Ele afirma que a
terceira solucéo obtida pelo método proposto por ele é sempre a buscada. O método de
resolucdo das raizes do polinémio proposto por Y ork converge muito lentamente, mas para
certos dados ou certas estimativasiniciais para b, ele ndo converge de forma alguma. O uso
de outras aternativas para a resolucéo do polinémio, como o método de Newton-Raphson,
dependem da regido inicia de busca, e ndo ha como se garantir que a raiz encontrada é a
desgjada. Assim, o método de Y ork apresenta sérios problemas para aplicacdo pratica.

MacTaggart e Farwell (1992) comparam o método proposto por York com a modificacdo
proposta por Williamson. Segundo estes, Williamson parte das mesmas expressdoes que
Y ork, porém reescreve a expressdo em b como um polindmio do primeiro grau, ao invés de
um do terceiro. O raciocinio dele seria que como o peso w; inclui b no denominador, a
expressdo resultante poderia ser construida como um polinémio de qualquer grau. Sendo
assim, escolheu o primeiro grau, o que faz com que se necessite de menos iteracdes para se
estabilizar o resultado, e a convergéncia sgja garantida. O método de Williamson apresenta
uma caracteristica adicional que ele apresenta como vantagem. Além das estimativas dos
parametros ndo dependerem da escolha de métodos para x e y, também suas expressoes
para as variancias das estimativas ndo dependem da atribuicdo de métodos aos eixos. O
método de Y ork, apesar de satisfazer a primeira condi¢éo, ndo o faz para a segunda.



23

Universidade Federal de Minas Gerais
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Estatistica

Lisy et al. (1990) propdem outra solucéo para a o problema de minimizacdo da soma dos
quadrados dos residuos ponderados, que € melhor descrita em Riu e Rius (1996).
Utilizando um fator ponderador diferente do usado por todos os outros autores
mencionados, estes autores chegam a uma equacdo matricial ndo linear, a partir da
derivag@o das equacOes normais de regresséo . Este procedimento é também detalhado na
secdo de métodos deste trabalho (capitulo 3). O fator ponderador proposto por estes autores
difere pelainclusdo de um termo que considera a covariancia entre métodos, ponto a ponto.
Na definicdo destes autores o fator ponderador é apresentado como denominador na
expressdo da soma de quadrados a ser minimizada, representando a variancia no ponto e
N&o 0 Seu iNverso como € comum.

Uma observacao importante a respeito de alguns métodos aqui citados, € que, como partem
das mesmas equagdes originais, representam ndo diferentes estimadores, mas diferentes
procedimentos numeéricos para se encontrar os estimadores desgjados. Entende-se como
enquadrados nesta situagao os procedimentos propostos por Neri et a. (1989), Y ork (1966),
Williamson, descrito em MacTaggart e Farwell (1992) e em Kaantar et al. (1995), Lisy et
a., descrito por Riu e Rius (1996). Todas estas abordagens ndo passam de diferentes
algoritmos de célculo desenvolvidos para se encontrar as estimativas a partir da mesma
equacdo original. A racionalidade da expressdo é adaptar o método de minimos quadrados
ponderados a uma situacéo onde a variavel independente possui erro (e arigor ela ndo tem
por que ser chamada independente), e 0 peso dado ao i-ésimo residuo é redefinido de
acordo. Na abordagem de Lisy et a. e Riu e Rius (1996) o peso também € diferente, mas o
algoritmo proposto poderia ser também utilizado com outras defini¢cBes de ponderadores.

Outras propostas aparecem na literatura, porém os resultados de Riu e Rius (1995)
desencorgjam a sua utilizacéo.

Alguns métodos que aparecem na literatura ndo levam em consideracdo a variagdo do
desvio padréo do erro aeatdrio com a concentragdo, porém apresentam grande resisténcia a
presenca de dados contaminados ou discrepantes. Estes pertencem a classe de métodos
chamados robustos.

Um dos mais citados trabalhos a respeito é o de Rousseeuw e Leroy (1987). Estes autores
propdem a minimizacdo da mediana dos quadrados dos residuos de regressao.

Massart et a. (1986) mostram que este estimador € uma alternativa adequada para se
detectar a presenca de dados discrepantes, erros de gjuste de modelo em calibracéo, assim
como para estudos de comparacdo de métodos.

Rutan e Carr (1988) apresentam um estudo de simulag&o onde se comparam o estimador de
Rousseeuw (LMS = “least median of squares’) com o de minimos quadrados ordinérios, o
de minimos valores absolutos dos desvios, e dois agoritmos utilizando filtros de Kalman.
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O estimador da minima mediana dos quadrados dos residuos de Rousseeuw (LMS) se
mostra como sendo o mais eficiente para a deteccdo de pontos discrepantes em
experimentos de calibragdo com poucas observagdes (4 a 10 pontos).

Passing e Bablok (1983) propdem um método que considera todas as retas possiveis obtidas
através de dois pontos experimentais para obter seu estimador. Esta técnica € citada com
freqliéncia na literatura de quimica analitica quando se trata de métodos robustos. Alguns
exemplos disto sdo Payne (1997), Zwanziger e Sarbu (1998), Feldmann (1992), dentre
outros.

Feldmann (1992) apresenta duas aternativas para o caso bivariado, que ele denomina
regressdo estrutural da minima mediana, e regressdo estrutural da mediana absoluta. O
primeiro destes estimadores é, segundo 0 autor, uma versdo bivariada do estimador da
minima mediana dos quadrados, de Rousseeuw (1984). Feldmann afirma que o estimador
proposto por ele é mais dificil de implementar computacionalmente do que o LMS, pois
além de produzir a estimativa de um coeficiente angular robusto b, produz também a
estimativa de um ponto focal robusto (f,, f1,). Para obter estas estimativas, ele utiliza um

algoritmo de otimizagdo pelo método Simplex.

O método da regressdo estrutural da mediana absoluta € apresentado por Feldmann para
contornar as dificuldades em se otimizar a expressao proposta para seu outro estimador. A
adaptacao por ele proposta para o estimador ndo necessita de resolucdo por nenhum método
numerico iterativo e nem de algoritmos de otimizacéo.

Feldmann apresenta em seu artigo a forma de se realizar a andlise dos residuos de regressao
para deteccéo de pontos discrepantes, assim como exemplos de aplicagdo onde conclui que
afacilidade do segundo estimador proposto justifica sua utilizacdo em relagéo ao primeiro.

Sarabia et al. (1997) apresentam também sua versdo bivariada do estimador por LMS de
Rousseeuw. Estes autores apresentam este estimador como sendo o da minima mediana dos
quadrados ortogonais (forma reduzida para ‘ minima mediana dos quadrados dos residuos
ortogonais'). Estes autores ndo apresentam o agoritmo de célculo para se encontrar a
solucdo da expressao que eles propdem, porém ela pode ser obtida a partir de uma sugestéo
de Rousseeuw (1984), também discutida em Rousseeuw e Leroy (1987). Para avaliar o
desempenho do estimador, Sarabia et al. (1997) realizam simulacbes de Monte Carlo.
Comparam seu estimador com o de minimos quadrados ordin&rios, com o método de
Deming, o LMS de Rousseeuw e Leroy (1987). A énfase das simulagdes € a presenca de
contaminagdo nos dados. Os casos estudados para a simulacdo representam um
experimento fatorial em que se variam: erros aeatorios em X e em Y, com desvio padréo
constante com a razédo de variancias assumindo diferentes valores, sendo os dados
distribuidos normalmente e uniformemente; niUmero de pontos discrepantes e tamanho das
discrepancias. A simulagdo, feita com o programa MATLAB 4.0, leva os autores a concluir
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gue 0 método de LMS ortogonal, proposto por eles é o melhor a se utilizar quando se
suspeita de contaminagdo nos dados.

Hartmann, Vankeerberghen, Smeyers-Verbeke e Massart (1997) também utilizam este
estimador, mas apresentam em detalhes o algoritmo de célculo, inclusive mostrando
propostas de melhoria no algoritmo original proposto por Rousseeuw e Leroy (1987). Estes
autores também apresentam uma variagdo ponderada para este estimador, que considera
assim, além dos erros nos dois eixos, a variagdo destes erros com a concentracao.

Embora sgjam muito conhecidos outros estimadores robustos para regressdo, como a
regressdo Li, proposta por Edgeworth (1887), os M-estimadores de Huber (1973), os M-
estimadores generalizados de Mallows (1975) e Schweppe (1977), a mediana repetida de
Siegdl (1982), estes ndo sdo utilizados na literatura de quimica analitica. Além disto, com o
trabalho de Rousseeuw e Leroy (1987), estes estimadores ficam em aparente desvantagem,
por exemplo quando se considera 0 “ponto de quebra’, definido por Hampel (1971). O
“ponto de quebra® € a percentagem de pontos discrepantes necessaria para mudar
significativamente a estimativa. Para 0 método de minimos quadrados, € mostrado que o
ponto de quebra é zero, ou sga, se um dado estiver discrepante dos demais, isto ja é o
suficiente para mudar as estimativas da reta. Para o LMS ele é de ~50%, que é 0 méximo
gue um estimador pode apresentar em termos de ponto de quebra.

Um estimador importante a ser considerado € o de minimos quadrados aparados (LTS =
“least trimmed of squares’), também proposto por Rousseeuw e Leroy (1987), que segundo
estes autores superao de LMS em eficiéncia.
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2.2 MODELAGEM MATEMATICA DA PRECISAO

Quando se citou anteriormente que abordagens de regressdo ponderada se aproximam
melhor do problema de comparacdo de métodos de andlise quimica, também foi dito que
esta ponderagcdo do erro nos eixos pode ser obtida pelo conhecimento de como este erro
varia com a concentracao.

As técnicas recomendadas na literatura para a utilizacdo de estimativas de precisdo nos
fatores ponderadores de regressdo ndo impdem uma forma funciona para as mesmas.
Ripley e Thompson (1987) admitem que existe tal funcdo matemética, citando o modelo
linear, mas ndo o utilizam para derivar seu método. Linnet (1990) utiliza o modelo de
coeficiente de variag8o constante quando as variancias ndo séo constantes ao longo da faixa
de concentracbes avaliada. Este modelo é equivalente a0 modelo linear para o desvio
padrdo (com intercessdo nula), que apesar de muito utilizado ndo se gusta a todas as
Situacoes.

Feinberg (1995) apresenta a abordagem da norma ISO 5725-2 (1994) para se estimar esta
relacdo. Pode-se ver nesta norma, no item 16.2, que a relagdo entre precisao e concentracdo
pode ocorrer de trés formas:

a)o, =kH, (umareta passando pelaorigem), D
b) o, =0, +ku, (umaretacom intercepto positivo), 2
C) 0, =0, com K <1 (umarelagdo de poténcia). 3

O valor o, acima representa o0 desvio padrdo de andlise, sga para repetibilidade ou
reprodutibilidade, ou desvio padréo entre laboratorios. u, representa a concentragdo da
substancia analisada na amostra.

A interpretacdo dos parametros nestes modelos é direta. O valor o, representa o desvio

padréo para a concentracdo zero, no segundo modelo, e pode ser utilizado para estimar o
limite de deteccdo do método de andlise. O primeiro modelo € um caso particular do
segundo, e pode ser reescrito como um modelo para coeficiente de variagdo constante. O
coeficiente de variagdo entdo é representado pelo pardmetro k. No terceiro modelo, o
pressuposto basico € o de que os erros de analise sd0 log-normais, € 0 parametro o,
representa o desvio padréo para uma concentracdo unitaria. Como usualmente os valores de

desvio padréo sdo estimados através de dados experimentais, 0s modelos sdo reescritos
Como:

i) S, =0, tKX +¢ 4
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i) log(s,) =log(o,) + K log(x) +Z,. (5)

Os termos &, e ({, representam erros independentes normais, com meédias nulas e
variancias a§ ea?, respectivamente. As estimativas para o, e Kk sdo obtidas por minimos

quadrados. No primeiro modelo (4) € necessario utilizar-se de ponderacdo na regressao, ja
gue a estimativa do desvio padréo possui variancia proporcional ao valor do desvio padréo.
A norma SO 5725-2 recomenda um procedimento iterativo onde 0s pesos de regressdo sao
obtidos a partir das estimativas éxi produzidas pela reta de regressdo. No modelo

exponencial em (5), toma-se os logaritmos dos dados antes de se proceder a regressdo. Com
esta transformac&o, a variancia é estabilizada, e é possivel se utilizar o método de minimos
quadrados ordinarios.

As estimativas de desvio padréo necessarias para se proceder a0 estudo de regressdo que
modela o desvio padréo do erro em funcéo da concentragdo através das opgdes acima, o
obtidas por andlise de variancia de efeito aleatdrio, com um fator de classificacdo. O
experimento proposto pela norma 1SO 5725-2 para se produzir estas estimativas consiste
em se escolher um nimero g de amostras a serem testadas pelo método de analise quimica
em consideracéo. De cada uma destas amostras sdo retiradas p aliquotas, cada uma sendo
enviada a um laboratorio diferente. Cada laboratorio deve realizar n andlises repetidas na
mesma aliquota. A andlise de variancia utilizada para tratamento dos dados oriundos deste
experimento consideram o fator Laboratério como sendo um fator de efeito aleatdrio, e a
variabilidade obtida pela combinacéo dos desvios padréo das réplicas de cada participante €
usada como estimativa da repetibilidade do método de andlise. O desvio padréo entre as
meédias de cada laboratério € utilizado para se produzir uma estimativa da reprodutibilidade.
Apbs se dispor de estimativas destas duas medidas de precisdo em cada amostra, estes
valores sdo utilizados em uma andlise de regressdo, onde sdo estudadas contra a
concentragdo meédia obtida por todos os |aboratorios em cada amostra

Existem criticas a esta abordagem proposta pela 1SO, como Feinberg (1995) cita. Também
é discutido o plangamento de experimentos proposto nesta norma por Zaalberg (1989), que
propOe a utilizacdo do esquema descrito na norma holandesa NEN 6303. Este esquema é
um plangjamento do tipo “split level”, em que duas amostras sd0 selecionadas em cada
nivel de teste, com concentragBes muito proximas. Como as identificagBes destas duas
amostras sdo diferentes, os laboratorios participantes ndo sabem a priori que estdo testando
amostras para 0 mesmo nivel do experimento. Também sdo incluidas repeticdes das
mesmas amostras sem que os laboratérios participantes tomem conhecimento disto. Assim,
obtém-se geralmente estimativas de variancias superiores as obtidas com o experimento
proposto na ISO 5725, o que, para Zaalberg significa ser mais realista. Ele afirma que o
experimento do tipo “split-level” é melhor porque as realizaces repetidas de uma mesma
amostra ou de um mesmo nivel sdo ignorados pelos andistas, evitando assm possivels
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vicios laboratoriais. Apesar das criticas, 0 modelo SO continua sendo 0 mais amplamente
utilizado para estimacdo dos erros adeatorios de métodos sendo publicados, e
consequentemente, das curvas de precisdo. Um exemplo de influéncia do modelo 1SO pode
ser visto no protocolo IUPAC (1988) para a conducdo de testes interlaboratoriais. Mesmo
sendo um modelo ainda muito utilizado, a ISO incorporou a sugestdo da norma holandesa
em sua ultimarevisdo da 1SO 5725, e esta consta na Parte 5 da atual norma.

Uma das vantagens da abordagem SO € que ela apresenta a alternativa de se gjustar um
modelo, para a precisdo, do tipo proposto por Horwitz (1982), que é amplamente aceito.
Horwitz et al. (1980), através da avaliacdo de mais de 50 testes interlaboratoriais
conduzidos pela AOAC, verificaram que a precisdo de andlises quimicas varia com a
concentragdo segundo uma relacdo de poténcia como a descrita em (3). Estes autores
preferiram trabalhar com o coeficiente de variagdo de reprodutibilidade, que segue uma
relacdo como em (10), porém com kK < 0. A expressdo por eles encontrada € a seguinte:

CVR (%) — 2(1—0,5Iog10 C) | (6)

onde o indice R simboliza reprodutibilidade, como definido nanorma SO 5725-1 (1994). A
concentracdo C aqui € expressa em fracdo de massa, ou sga, C=1 para uma substancia
pura, e C=10"° representa uma parte por milh&o (1 ppm =1 ug/ g). Esta expressdo mostra
de forma simples, que a imprecisdo (em termos do erro relativo CVg) duplica a cada
reducdo de duas ordens de grandeza na concentracdo. Hall e Selinger (1989) apelidaram
esta relacdo de “Trompa de Horwitz”, devido & forma como € apresentada, 0 que pode ser
visto naFigura 2.2.

Estes autores descrevem esta descoberta de Horwitz como sendo “uma das mais intrigantes
relacbes empiricas da quimica analitica moderna’, e tentam explicala através de um
modelo que aproxima a concentracéo ao resultado de um experimento binomial. Usando a
lei de Zipf (1965), chamada “Principio do menor esforco”, Hall e Selinger encontram uma
expressao gue se gjusta bem a curva de Horwitz, e sendo assim, na opinido deles, apoiam a
idéia de que “o esforco colocado em detectar menores concentragdes aumenta de tal forma
que a precisgo muda como se o tamanho da amostra aumentasse inversamente com a
concentragdo™- Horwitz e Albert (1997) retornam ao assunto, como que respondendo a
Hall e Selinger (1989), e propdem uma derivacéo heuristica para a relacéo.

! Traduco do original
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Figura2.2: “Trompa’ de Horwitz.

As concentragBes no eixo das abcissas sdo apresentadas em escala logaritmica (base 10)
e crescem da direita para a esquerda. Nas ordenadas, o coeficiente de variacéo de repro-
dutibilidade expresso em percentagem é apresentado em escala logaritmica (base 2).

FONTE: Horwitz, W. (1982) - Evaluation of analytical methods used for regulation of foods
and drugs. Analytical Chemistry, Vol. 54, No.1, 67A-76A.

De forma simples, propdem gque uma variagdo infinitesimal na concentragdo, em relagéo ao
valor da concentracdo, é acompanhada proporcionalmente por uma variacéo infinitesimal
da precisdo analitica em relacéo a prépria precisdo. Expressando isto de forma matemética,

d_a =a d_C , (7)
o C
que por integracdo fornece arelacéo
logo =alogC+ 3. (8

Utilizando dados experimentais, as constantes a e 3 s80 estimadas, e apds transformagdes
apropriadas, os autores chegam a expressdo em (6). Pode-se perceber que esta expressio
em (8) € equivalente aterceira aternativa da norma 1SO 5725-2 (1994). Isto significa que é
admitido que, embora o trabalho de Horwitz tenha produzido uma relacdo que representa o
erro aleatdério de métodos de andlise quimica quando avaliados conjuntamente, misturando
técnicas analiticas, diferentes matrizes e diferentes componentes analisados (analitos), esta
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relacdo poderia representar a funcéo de erro de um anico método, avaliado em um Unico
analito em um Unico tipo de matriz.

Esta suposicdo pode ser confirmada experimentalmente, e no capitulo de aplicacdes do
presente trabalho isto € exemplificado.

Thompson e Lowthian (1997) retornam aos dados tratados por Horwitz, porém com
acréscimos em relacdo aos artigos originais que Horwitz publica em 1980 e 1982. De posse
agora de 7502 observagOes, coletadas entre 1915 e 1995 em testes interlaboratoriais de
avaliacdo de desempenho de métodos de andlise, estes autores testam a hipotese de que néo
ha mudancas na precisdo analitica ao longo do tempo. Seria de se esperar que com o
surgimento de novas tecnologias os erros apresentassem alguma forma de decrescimento
com o tempo, porém estes autores ndo conseguem rejeitar a hipotese de que isto nédo ocorre.

O acréscimo de dados ao longo do periodo citado aumenta a abrangéncia da relacéo
empirica de Horwitz, devido ainclusdo de diferentes matrizes aém das originais da area de
alimentos, produtos farmacéuticos e agricolas, passando aincluir, por exemplo, amostras de
estudos geol 0gicos (Horwitz e Albert, 1995).

Horwitz dedicou uma série de estudos a verificar a validade de sua funcdo matematica em
diversos campos, como se pode ver em Boyer, Horwtiz e Albert (1985), Grappin e Horwitz
(1988), e levou a sua proposta de aceitacdo de resultados de testes interlaboratoriais. Esta
proposta, expressa de forma simples, determina que resultados aceitdvels para 0 desvio
padrdo de reprodutibilidade, ou o coeficiente de variagdo de reprodutibilidade, se
encontram entre metade e o dobro do encontrado a partir da curva de Horwitz. As
consideracfes tomadas para se chegar a esta proposta podem ser vistas em Horwitz e Albert
(1987) e Horwitz, Britton e Chirtel (1998).

A proposta de Horwitz para se aceitar um novo método de analise em testes de colaboragéo
internacional dentro de comités técnicos (como os da ISO, IUPAC e AOAC) em funcéo do
desempenho do método em relacdo a curva descrita por ele, traz mais objetividade ao
julgamento de um novo método. Com isto, Horwitz tenta expressar objetivamente os
critérios utilizados pelos quimicos ao longo do tempo para este propésito. Estes critérios,
antes da proposicdo de Horwitz, ndo eram produto de uma avaliagdo matematica, mas eram
funcéo da experiéncia pratica dos profissionais de quimica, e de certa maneira, subjetiva,
ao avaliar novos métodos. Segundo Thompson (1999), a curva de Horwitz representa um
critério de selecdo natural ndo calculado (andlogo a proposta de evolucdo das espécies de
Darwin), imposto pelos quimicos devido as necessidades da sociedade em termos de erros
analiticos nas diversas aplicagdes. Como tal, ndo existe garantia de que um dia esta relacéo
ndo possa evoluir para outra diferente. De fato, ao se analisar, por exemplo, os dados
produzidos pelo comité de analises quimicas de minério de ferro da1SO, o ISO/TC 102/SC
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2, percebe-se uma outra realidade, de exigéncias diferentes daguelas encontradas pelos
quimicos que geraram os dados utilizados por Horwitz.

Embora Horwitz e seus colaboradores utilizem preferencialmente o coeficiente de variacéo,
ndo ha nada que impega 0 uso do desvio padrdo, como é de praxe, por exemplo, nas normas
ISO de andlise quimica. Além disto, Horwitz afirma que o desvio padrdo dentro do
laboratorio (ou desvio padrdo de repetibilidade) ndo apresenta comportamento tdo definido
como o desvio padréo de reprodutibilidade. Entretanto, a Figura 2.3 mostra que o0 primeiro
pode ser relacionado com a concentracdo, de forma andloga. Os dados para a produgdo
destes gréficos correspondem aos valores publicados em Margosis, Horwitz e Albert
(1988), Peeler, Horwitz e Albert (1989), Horwitz, Albert, Deutsch e Thompson (1990),
Horwitz e Albert (1991) e Horwitz, Albert, Deutsch e Thompson (1992). Estes se
constituem de 2221 pontos para a repetibilidade (s)) e 2846 pontos para a reprodutibilidade

(SR)-

Thompson e Lowthian (1997) mostram que para concentragdes muito baixas (C < 10®), a
relacdo de Horwitz ja ndo € mais védlida De fato, dados de testes interlaboratoriais, para
baixas concentracOes, sofrem dois efeitos importantes. Em primeiro lugar, substéncias
presentes em baixas concentragbes normamente sdo sujeitas a pressdes de oOrgdos
governamentais ou legislacéo, devido as suas implicacfes nas atividades humanas, como &
0 caso de tdxicos ou poluentes, que sdo muitas vezes prejudiciais em concentragdes muito
pequenas. Isto faz com que o0 esforgo em se obter bons resultados nestes niveis seja muito
diferente do relativo a outras &reas da andlise quimica Também a instrumentagdo e
cuidados metodol 6gicos sdo especiais para estes fins. Com isto, tem-se na verdade outra
populacdo, diferente da que produziu os resultados avaliados inicialmente por Horwitz.

Em segundo lugar, resultados muito baixos passam a sofrer censura, ora por se chegar
proximo ao limite de deteccdo das técnicas utilizadas, ora devido ao grau de
arredondamento utilizado na expressdo dos resultados, para se informar resultados com
precisdo realista e de acordo com as exigéncias especificas ao campo de aplicacdo das
andlises.

De fato, parece que nesta faixa de concentragdes, quando se aproxima dos limites de
deteccdo, 0 modelo de Horwitz ou as equactes apresentados pela 1SO 5725, parecem néo
representar bem arealidade.

Uma critica a estas aproximacfes € apresentada por Rocke e Lorenzato (1995). Estes
autores propdem representar a precisdo, nestas situacdes, por um modelo com dois
componentes de erro, um valido em baixas concentragdes, onde a experiéncia mostra que o
desvio padrdo da andlise é aproximadamente constante, e outro vdido em altas
concentragdes, onde eles propdem um coeficiente de variagdo constante.
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Figura2.3; Variagdo dos desvios padréo de repetibilidade (S) e reprodutibilidade (S) estimados em
experimentos apresentados em 5 publicacdes da autoria de Horwitz e colaboradores. As cores
diferentes dos pontos se referem a diferentes publicacdes. As escalas em ambos eixos sdo
logaritmicas.

Estas suposicbes afetam a definicdo do problema proposto inicialmente, ja que implicam
em que para baixas concentragdes o valor medido seria

X=U, +&, 9

sendo £ um erro adeatdrio normal com esperanca igual a zero e varianciac?, x € o valor
observado experimentalmente e p,a concentragdo real da amostra. Para altas
concentragoes,

X=p,e. (10)

Neste caso, n € o erro aeatorio normal, com esperanca igual a zero e variancia o, 0 que
faz com que o erro em x neste caso sgjalog-normal.

Definindo em um s6 model o,

X = uxe" +&, (11)
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eoerronormal & pode ser reescrito como
£=X—- e (12

e a verossimilhanga associada aos parametros (o, ,0, ), dadas n medidas x; realizadas em
amostras contendo as verdadeiras concentracoes [, €

n & | 2 2 2 2
-n</ —(x—u, /(2
l' e n (Zan)e (% —py€')/(207) dr] 13
i=1 9 * 2710'80',7 '

Os autores calculam a distribuicdo marginal em n devido a impossibilidade de tratar a
distribuicdo conjunta dos dois erros para estimacdo. Através da maximizagao da expressao
acima, pode-se obter as estimativas dos componentes o, e o, . Os autores solucionam o
problema de estimacdo por um método de integragdo numeérica e posterior otimizagao,
usando um método Gauss-Hermite, que aproxima a integra a uma soma. Para isto, 0
logaritmo do integrando é aproximado por uma série de Taylor de segunda ordem.

Depois de obtidas as estimativas para os dois componentes de precisdo, Rocke e Lorenzato
propdem calcular a precisdo total em funcdo da concentragdo a partir das mesmas.

Considerando que o primeiro componente € normal com variancia o? e o segundo

componente € log-normal, se ambos sdo independentes a variancia pode ser considerada
aditiva em relacdo as variancias dos dois componentes, 0 que produz a expressao

2 2
o:=0;+ue" (e -1, (14)

com osindicesi omitidos.

Na realidade, a proposta de Rocke e Lorenzato se aproxima bem dos resultados
experimentais quando as concentragdes partem do limite de deteccéo até valores que se
afastam um pouco desta regido. Entretanto, para concentrages que se espalham por ordens
de grandeza maiores, percebe-se um afastamento do comportamento de coeficiente de
variagdo constante, que ndo é novidade, como se pode ver pela expressdo da curva de
Horwitz. Esta é a principal limitacdo desta modelagem, ja que o segundo componente dela
representa o coeficiente de variagado, que € assumido constante para atas concentracoes.

Sendo assim, ndo se dispde ainda de um modelo completo, que expresse o erro aleatorio em
funcdo da concentracdo ao longo de uma faixa analitica compreendendo varias ordens de
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grandeza, e.g., do limite de deteccdo até o nivel de substancia pura ou proximo disto. O
que sefaz € utilizar aproximacdes conforme os dados se apresentem.

Existem propostas diferentes de modelagem do erro, porém com pouca aceitacdo na
comunidade de quimica analitica em geral. Watters, Carroll e Spiegelman (1987), por
exemplo, propdem em algumas situagdes a modelagem do desvio padrdo como uma funcéo
polinomial de segundo grau da concentragdo, ou ainda modelam a variancia como um
polinbmio do segundo grau.

Independentemente do modelo matematico assumido, uma questdo experimental deve ser
levada em considerac&o para se calcular as estimativas de desvio padrdo em cada amostra
analisada. Para comparar dois métodos, véarios autores dizem que a precisdo (ou as
variancias) precisa ser conhecida, para cada um dos métodos comparados. Quando isto ndo
acontece, recomenda-se que cada amostra seja repetida em cada método, gerando réplicas
em cada caso. A utilizagdo de dados em duplicata ou triplicata, como sugerido por Riu e
Rius (1996), fornece estimativas de desvio padréo do erro que estes autores propdem
utilizar na regressdo ponderada para comparar os dois métodos em questéo. Entretanto,
sabe-se que com tal nimero de réplicas a estimativa do desvio padrdo € muito pouco
precisa. Schwartz (1979) afirma que, baseado na experiéncia, esta relacdo matematica ndo
pode ser conhecida a partir de um nimero limitado de repeticdes. Garden, Mitchell e Mills
(1980) sugerem realizar, no minimo, dez repeticdes de cada amostra para se determinar a
funcéo do desvio padrdo com a concentracéo. Richardson e Morrison (1995) utilizam de 7 a
10 réplicas para este mesmo fim. Kane (1997) sugere que no minimo 15 repeticOes da
mesma amostra sgjam realizadas para se estimar o desvio padrédo com muita precisao.

Devido a estas observactes, corroboradas pela experiéncia prética, pode-se dizer que para
um adequado uso da técnica de regressdo sugerida por Riu e Rius (1996), ou qualquer outra
técnica que utilize as variancias de cada método em cada ponto, o melhor seria avaliar
primeiramente como o desvio padréo do erro em cada método varia com a concentragao.
Em outras palavras, € melhor estudar e estimar as fungbes matematicas do desvio padréo do
erro aeatdrio contra concentragcdo para entdo utilizélas como fatores ponderadores de
regressao, considerados conhecidos a partir destas expressdes, na comparacao dos métodos
que produzem os resultados x, e y, observados.

O conhecimento destas relagbes € importante, também, para outra finalidade que
geramente a literatura de estudos de comparacdo de métodos ndo aborda. Quando se
compara métodos, além de se testar a hipotese de igualdade entre eles, em termos de
resposta, também € desgavel testar a igualdade entre as precisdes estimadas para 0s
mesmos.

Em termos simples, ndo sO € desgéavel saber se os métodos de andlise se comparam
favoravelmente em termos das concentrages estimadas, mas também em termos dos erros
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cometidos ao se estimar estes valores. Por exemplo, se uma amostra possui teor de zinco de
0,1% em peso, supondo dois métodos exatos, apresentando as seguintes estimativas para
esta amostra,

X =0100+0,001% e y =01+01%,

podemos concluir que o primeiro método apresenta desempenho melhor, mesmo que sendo
ambos equival entes em termos de esperanca matematica.

Obviamente, na avaliagdo de métodos deseja-se avaliar comparativamente os dois métodos
em questéo ndo apenas para uma amostra, mas para toda uma faixa de concentragdes onde
0s dois métodos sdo validos.

Para a resolucéo deste problema, pouco desenvolvimento existe na literatura. Sutarno e
Steger (1985) propdem a comparacdo ponto a ponto, ou segja, através da andlise de uma
mesma amostra n vezes por cada um dos métodos e a comparagao das variancias € feita por
um teste F para a razéo das mesmas. Esta abordagem corresponde a da norma ISO 5725 e é
descrita por Feinberg (1995).

Spurrier (1992) apresenta varias alternativas para comparacdo de variancias, porém contra
uma unica referéncia fixa. Fung e Tsang (1998) fazem o mesmo com relagdo ao coeficiente
de variagdo. Kulasekera (1995) mostra uma alternativa para comparagéo de duas curvas de
regressdo genéricas, porém desenvolve metodologia para abordagens ndo-paramétricas.
Para 0 caso da precisdo em andlises quimicas, 0 usua € a modelagem paramétrica da
relacdo. Nalimov (1963) apresenta uma proposta para comparagdo de duas retas obtidas por
regressao, porém esta se constitui na comparagdo em passos separados, cada um com seu
nivel de significancia, dos erros padréo de regressdo das duas retas, prosseguindo com a
comparacdo das inclinagdes, para ao fim comparar as intercessdes. Com isto, o teste global
deixa de ser um teste étimo, ndo sendo um teste simultaneo para as trés estimativas citadas.

No capitulo de métodos, no presente trabalho, € apresentada uma proposta para se comparar
duas funcgdes de precisdo, utilizando regressdo com variaveis indicadoras.

Todo o trabalho de revisdo até aqui realizado mostra que existem inUmeras propostas para a
comparagao dos resultados de andlise quimica obtidos por dois diferentes métodos, e que
algumas apresentam formulacdo mais genérica, e sd0 portanto teoricamente mais
completas, respondendo a caracteristicas especificas deste tipo de aplicacfes, quais sgjam, a
presenca de erros nos dois vetores de dados comparados, com variancia néo homogénea ao
longo da faixa de concentragOes utilizada para os testes. A opinido da maioria dos autores
que utilizam alguma forma de regresséo robusta para avaliagdo de dados contaminados é
unanime, no sentido de que os métodos robustos séo Uteis para se destacar pontos influentes
suspeitos, que apds andlise adequada devem ser retirados ou substituidos, para se prosseguir
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depois com uma andlise paramétrica com propriedades conhecidas, como o0 método de
Deming, ou o proposto por Riu e Rius (1996).

Varios autores procuram apresentar as vantagens e mostrar o desempenho dos estimadores
que eles propdem através de estudos de simulagdo computacional. Entretanto, os métodos
que teoricamente sdo os mais indicados ndo sdo comparados entre si, mesmo quando 0s
autores os referenciam nos textos de seus trabahos. Por exemplo, Riu e Rius (1995) citam
0 estimador de maxima verossimilhanca de Ripley e Thompson (1987) e o proposto por
Linnet (1990), mas em sua simulacdo (Riu e Rius, 1996) n&o os incluem para comparacao.
Usualmente os métodos comparados nestes estudos sdo 0 método proposto pelo autor, o
método de minimos quadrados ordinérios e minimos quadrados ponderados.

Poucos autores estudam o efeito do nimero de pontos na regressao sobre as estimativas,
que seria Util para se aprender sobre 0 comportamento assintotico dos varios estimadores. A
precisdo, medida pelo desvio padrdo dos dois métodos, é sempre considerada constante ou
varia conforme um modelo linear com o teor.

A comparacdo de métodos se restringe normalmente a comparacdo entre resultados de
andlise de dois métodos em amostras gémeas utilizadas em ambos. Ndo se avalia a
equivaléncia entre as precisdes da andlise nos dois métodos. Quando existe esta
preocupacdo, notadamente em comités técnicos que publicam métodos oficiais, a
abordagem usada € de comparacdo ponto a ponto, 0 que apresenta uma série de limitacdes.

No capitulo 3, a seguir, procura-se especificar bem os algoritmos para implementacéo dos
métodos estatisticos mais relevantes encontrados na literatura, para realizar as comparagoes
sugeridas acima, posteriormente, no capitulo de simulagdes.
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Capitulo 3

M¢étodos Estatisticos

A literatura da quimica analitica apresenta uma grande quantidade de publicagdes que se
dedicam ao estudo de comparagdo de métodos por meio de andlise de regressdo. A grande
quantidade de referéncias neste assunto pode fazer parecer que sdo utilizadas muitas opgoes
diferentes de estimadores, mas em realidade sdo poucos os principios basicos nos quais
estes se fundamentam. Existe, sim, uma grande quantidade de algoritmos numéricos para se
obter as estimativas, e infelizmente a fundamenta¢do tedrica nem sempre ¢ bem
apresentada, gerando confusdo no entendimento. Métodos atribuidos a alguns autores na
verdade ndo podem ser encontrados nas referéncias dadas, ou sdo encontrados como sendo
apresentados por outros autores. Os principios de derivagdao dos estimadores nem sempre
sdo claros, ou as vezes sdo trocados. Como exemplo temos o método ponderado de
Deming, como apresentado por Linnet (1990), em que este segundo autor afirma derivar as
equacdes aplicando o método dos minimos quadrados. Este método ¢ apresentado no
presente capitulo, e percebe-se que ele pode ser encontrado utilizando o método de maxima
verossimilhancga, e ndo da forma como o autor afirma.

No presente capitulo, alguns dos métodos citados na revisao bibliografica foram escolhidos,
e pretende-se mostrar como obter os estimadores referentes a eles. Algumas consideracdes
sobre sua utilizagdo em inferéncia sdo também mostradas, para uso no capitulo de
aplicagdes, onde estes sao comparados em casos reais ¢ simulados. Nos casos simulados, ¢
possivel verificar o desempenho comparativo dos mesmos, € o objetivo final ¢ de se
escolher qual deles se aplica melhor ao problema de comparacao de métodos em quimica
analitica.

O modelo utilizado para todos os métodos a serem aqui descritos pode ser apresentado de
uma forma comum, € em cada caso serdo apontados os pressupostos basicos que divergem
do modelo comum. A comparagdo de métodos supde, de inicio, a igualdade entre dois
candidatos, sendo que um deles pode ser considerado como sendo uma referéncia contra a
qual o segundo ¢ avaliado. Eles sdo comumente designados como método de referéncia e
método alternativo (ou método de teste), respectivamente.

O estudo prevé entdo a coleta de n pares (X ,Y,), onde os valores X; se referem a dados

observados do primeiro método e Y; se referem ao segundo método, observacdes obtidas
nas mesmas amostras. Como os valores observados contém erro, estes se relacionam com
os “verdadeiros” valores de concentragdo segundo as seguintes expressoes:



38

Universidade Federal de Minas Gerais
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Estatistica

X =My tE (15)
e Yi=H,+o. (16)

Os erros & e 0, sao varidveis aleatorias independentes entre si, e de tal forma que
gle0i#j e oo Li#]. (17)

Se eles apresentam resultados iguais, pode-se afirmar que estdo relacionados linearmente
segundo a equagao

Hy, =a+Bu, . (18)

Neste caso, tem-se que a hipotese basica a ser testada ¢

CBREE

Para se testar esta hipotese, torna-se necessario estimar os parametros o e [3. Estas

estimativas serdo aqui denominadas de a e b, respectivamente. O conhecimento dos erros
de estimacdo destes ¢ importante na obtencdo de regides de confianga para se realizar
inferéncia sobre os parametros.

Nem todos os métodos apresentados exigem alguma suposi¢do acerca da distribuicdo dos
erros & e O,, porém em geral sdo considerados como erros normais com média zero e

varidncias 0; e 0; , respectivamente.

Das defini¢cdes acima, tem-se como conseqiiéncia que

o) =0, =variancia dos valores observados X, numa mesma amostra.

Analogamente para o método simbolizado pelos dados V; :
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Estas varidncias sd3o geralmente consideradas como sendo constantes conhecidas nos
problemas de compara¢ao de métodos. Em alguns casos considera-se que apenas a razao
entre elas ¢ conhecida.

A forma usual como se obtém o conhecimento sobre estas variancias ¢ utilizando-se
experimentos isolados, onde cada método ¢ avaliado apenas para se estimar estes valores e
para se conhecer como eles variam com os teores analisados nas amostras.

Nestes experimentos isolados, dispde-se de réplicas (aqui indicadas pelo indice j) em cada
um dos I niveis testados. Estas réplicas sdo utilizadas para se estimar os valores O i eag ;
I

para cada amostra, através das expressoes

& = < (% =%)’ Q@ = < (¥ ~ %)’ (20)
g = Ny -1 ! =Ny, -1
1 o1y
com X = 1Xij e Y, —n—Zyij ) (21)
J:

Os modelos aqui considerados para a expressao de como os desvios padrao estimados
acima variam com a concentragdo sdo os chamados “intrinsecamente lineares” por Draper e
Smith (1981), apresentados na revisdo bibliografica. Sao eles,

S, =0, +Kx +¢ (22)
log(s, ) =log(g,) + Kk log(x) +{;, (23)

sendo que
E06,0i # j; ¢,0¢,0i % j e &0¢,0i. (24)

A estimativa dos parametros 0, ¢ K para cada método se faz por métodos de regressao,
fornecendo os valores S, e K, respectivamente com os indices X e Y, conforme se trate do

método de referéncia ou do método alternativo. Para o caso linear (modelo 22 acima) a
regressdo ¢ iterativa e ponderada, usando as estimativas de s, (valores preditos pela

regressdao) como sendo o inverso dos pesos de regressao. Para a equagdo (23) os logaritmos
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dos valores sdo tomados e a regressdo pode ser simples, pelo método de minimos
quadrados ordindrios.

3.1. COMPARACAO DE RESULTADOS

Os métodos aqui descritos podem se resumir em trés idéias basicas: minimizacao da soma
dos quadrados dos residuos, maximizacao da funcdo de verossimilhanca e aplicacdao de
estatisticas de ordem para obter estimadores robustos.

O método de Wald nao se enquadra em nenhuma destas, porém ¢ aqui apresentado devido a
ser uma referéncia muito encontrada para o problema de regressdo com erros nas variaveis,
e também por ter sido apontado como sendo o melhor estimador nas simulagdes descritas
em Danzer et al. (1995).

3.1.1 Métodos de Minimos Quadrados

Os métodos assim chamados partem da minimizacdo da soma § dos quadrados das
distancias verticais entre os pontos experimentais € a reta de regressao:

S:Z\Ni(yi_a_:gxi)z' (25)

Aqui os ponderadores W; sdo utilizados para que seja possivel diferenciar a influéncia de
um determinado ponto sobre as estimativas dos parametros. Para as varia¢des encontradas
na aplica¢do deste método, estes pesos recebem atribui¢cdes diferentes. Normalmente, sdo
utilizados pesos que se relacionam com a precisdao das medidas (X, Y, ), através de suas

oA . 2 2
variancias Uxi € GYi .

Para se obter as estimativas para @ ¢ [ que minimizam (25), escrevem-se as derivadas

parciais de S em relacdo aos dois parametros e estas sdo igualadas a zero. Estas sdo as
chamadas equacdes normais de regressdo, e o sistema formado por elas deve ser resolvido
para se obter os estimadores buscados. Dependendo da definicdo dos pesos W; acima, este
sistema pode ser mais imediatamente resolvido ou nao.

3.1.1.1 Minimos Quadrados Ordinarios

Este ¢ o método mais conhecido dentro dos que utilizam minimos quadrados, e ¢
caracterizado pelo fato de que cada ponto da regressdo recebe o mesmo peso. Isto se
consegue fazendo W, =1 , [ em (25). Com isto, a resolugdo do sistema representado

pelas equagdes normais ¢ imediata. As estimativas sao:
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b Y X=X =)

z (Xi - )_()2

Para as aplicagdes propostas no capitulo a seguir, ¢ importante conhecer-se os erros padrao
com que estas estimativas sdo produzidas, para posterior inferéncia sobre os pardmetros.
Para este método sdo:

a=y-bx. (26)

(27)

- S 28
> Fox 9

Para se realizar inferéncia sobre os dois parametros simultaneamente (ja que as estimativas
produzidas por este método sdo correlacionadas), ¢ usual considerar-se que os erros de
regressao seguem distribuicdo normal, e com isto se usa a regido de confianca definida pela
elipse

> @-ay +23 x@-a)b-H)+y X (b=B) 25F yu0s  (9)

Nesta expressao, assim como em (27) e (28), o erro padrao dos residuos ¢ representado por
Se ¢ obtido por

Z(yi _a_bxi)2
- n-2

S

(30)

e N ¢ o numero de pontos na regressao.

3.1.1.2 Minimos Quadrados Ponderados
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O estimador de minimos quadrados ordinarios desconsidera os erros & do método de
referéncia, e ainda considera que os erros O;, do método testado sdo identicamente

distribuidos e independentes entre si. Esta segunda suposi¢do implica em que a varidncia
destes residuos ¢ a mesma para todos os niveis avaliados. Como em geral isto nao ocorre
em métodos de andlise quimica, a utilizacdo daquele primeiro estimador resulta em
estimativas viciadas para os parametros da reta.

A solucao que ¢ comum se encontrar na literatura ¢ a de se ponderar as distancias entre os
pontos e a reta, o que ¢ chamado de regressao ponderada.

3.1.1.2.1 Minimos Quadrados Ponderados Simples
Este estimador corrige uma das limitagdes do método de minimos quadrados ordinarios,

que ¢ a que considera que a varidncia residual ¢ constante para todos os niveis testados.
Para isto, define-se o ponderador

W = — (31)

para a expressao Sem (25), o que faz com que as equagdes normais produzam as seguintes
expressoes para o estimador:

b= zvvi(xi _Xw)(yi - yw)

— a=y,-bx, , (32)
Zvvi(xi _XW)
zWiXi2
g o
[
1
S = , (34)

sendo X, =—— e Vo == (35)
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as médias ponderadas para os valores X e Vi , respectivamente.

A regido de confianga conjunta para os dois pardmetros ¢

iwi (@-a)*+ 2i wx (a=a)b-p)+ iwixiz b=B) <28Fip0s - (36)

3.1.1.2.2 Modificagdo de Williamson (1968) para o método de York (1966)

York (1966) propde a minimizacdo da soma dos quadrados Sem (25), definindo o peso de
regressao como

1
W =— . 37
o ipa (37)

Desta forma, a ponderacao leva em consideragdo os erros nos dois eixos. Para se obter este
peso, que expressa o inverso da varidncia no ponto, parte-se da expressdo da mesma,

considerando independéncia entre os erros nos dois eixos. Da definicao do problema, dada
no inicio do presente capitulo, sabe-se que

X =l t&, ey, =a+Pu, +o =a+p(x —&)+0 =a+pXx +(d — ).

No ultimo termo a direita, a reta de regressdo ¢ expressa nas variaveis observadas
diretamente, (X;, ¥i) onde o erro U, =0, — B¢, possui variancia

Var(u,) =Var(5,) + B*Var(e,) =0, +p’0} =0, +B’0;,,  (38)

que ¢ a variancia no ponto.

York acha as equagdes normais de regressdo para este caso, € apds manipulacdes algébricas
encontra a solugao abaixo para b:

b’ Zvvfoiuf -2b’ Zwﬁo;uivi —b& wuU? - ZV\/fo:VizEJr ZvviUiVi =0 (39)

onde
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U, =x -%, (40)

Vi=y -V, (41)

York chamou a esta expressdo de “minimos quadrados cubica”, por ser um polindmio de
ordem trés em b. York cita que na verdade a expressdo ndo ¢ um polindmio de terceiro
grau, devido a dependéncia de wi em relagdo a b, porém ele propde trata-la como tal,
utilizando uma estimativa inicial para b, para calculo de w;, que iterativamente ¢ utilizada
para se encontrar b. York apresenta uma maneira sistematica de se encontrar as raizes do
polindmio, afirmando que a raiz desejada ¢ sempre a ultima obtida por seu algoritmo.

O problema encontrado para se implementar a solu¢ao de York, ¢ que o algoritmo por ele
proposto ¢ de convergéncia lenta, sendo que em algumas situagdes nao ha garantia de
convergéncia. Esta, quando acontece, também depende muito do valor inicial de b utilizado
para célculo dos pesos necessarios aos calculos subseqiientes. MacTaggart e Farwell (1992)
mostram, em um exemplo, os problemas de se aplicar a solucao de York.

Williamson (1968) estudou a abordagem de York, e propds outra maneira para se continuar
a partir da equacao cubica obtida por este. Na verdade, ele a substitui por

bZWiZiUi :zWiZiVi > (42)

com z =w,(o,U, +bo}V)). (43)

Seu raciocinio se baseia no fato de que a equagdo “cubica” obtida por York, ndo ¢ uma
equagdo cubica. Escrevendo-se W, na expressdo (39) da forma como ¢ definido em fung¢ao
de b e das varidncias em X e Y, percebe-se que a expressdo resultante apresenta b no
numerador ¢ no denominador de cada termo. Ao escrever a expressdo em b, ele preferiu
aproxima-la por uma fun¢ao linear, que tornaria o problema de iteragao e solugdo mais
facil. Com isto ele esperava também tornar a convergéncia do método mais eficiente e
garantida.

Assim, Williamson apresenta as seguintes estimativas para os parametros € para as
variancias de a e b:

o= D Woy Xy +by woy
> Wox +by worxy,

(44)
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a=y,—bx, =- ! , (45)

s, =Q22W5(0§iUf +0o; V), (46)
s = ZIWa +2(X, +22)ZQ + (X, +22)°s. , 47)
I | TAVAR 0
Q —ZV\GET”M(L _Ui)E , (48)
> Wz
z=- e 2z=2-2Z. (49)

Zvvi

3.1.1.2.3 Minimos Quadrados Bivariados de Riu e Rius (1996)

Este método, proposto por Lisy et al. (1990), ndo foi detalhado pelos mesmos autores em
sua publicagdo. Tanto o algoritmo para sua implementagdo quanto a derivag@o da expressao
para a regido de confianga para os dois parametros da reta sao apresentados por Riu e Rius
(1996). Na verdade, quando esta técnica ¢ apresentada dentro do contexto dos métodos
ponderados de minimos quadrados, a implementa¢ao da mesma fica bastante simplificada.

A alteragdo importante que estes autores propdem ¢ a consideragdo da covaridncia entre os
erros em X € em Y, em cada ponto experimental. Eles propdem a seguinte defini¢do para os
pesos de regressao:

_ 1
o} +B%02 —2Bcov(x. ;)

(50)

Na verdade estes autores propdem um peso que ¢ o inverso do mostrado acima, mas para
efeito de uniformizacdo de notacdo, no presente trabalho ele serd usado da forma aqui
definida. Isto faz com que se possa utilizar as férmulas ja deduzidas para o caso geral de
minimos quadrados ponderados.

Esta definicdo de ponderadores ¢ a unica encontrada na literatura que considera a
possibilidade de haver correlagdo entre os erros das duas varidveis em cada ponto. Todos os
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demais métodos de regressdo ponderada considerando erro nos dois eixos assumem
independéncia entre eles.

A solugdo encontrada por estes autores ¢ andloga a resolugdo tradicional do problema de
minimos quadrados ponderados simples, expandida para incorporar o erro nos dois €ixos,
dada na forma matricial abaixo, que deve ser resolvida para o vetor b’ = (a, b).

o5 ZW‘DEB DZB"’VI '%V;QE
Swx Swed bR @BN.X.VI 3h ab%

(1)

Nesta expressdo, o termo I, =y, —a—bx , é portanto o residuo de regressao.
A diferencga entre a resolugdo desta equagdo com a resolucdo tradicional encontrada em
Draper e Smith (1981), por exemplo, é que o peso de regressdo W; aqui depende de b, assim
como sua derivada parcial, ow, /db, portanto ¢ necessaria uma primeira estimativa deste

parametro para se proceder aos calculos, que assim se tornam um processo iterativo.

A expressdo para a regido de confianca para (a,) ¢ entdo a mesma apresentada para o
método de minimos quadrados ponderados simples, usando o peso de regressao adequado.

Segundo Riu e Rius (1996), a elipse de confianga para os dois parametros simultaneamente
possui os eixos orientados de acordo com os autovetores da matriz X'V X, como definido
em Draper e Smith (1981) e os comprimentos dos semi-eixos dados por

28°Fsna XA (52)

onde A, ¢ um autovalor da matriz citada, i=1,2.

Pode-se perceber que a solucdo apresentada por estes autores, em (51), é de aplicacdo mais
geral, ja que nela ndo se especifica os pesos de regressdao. Em realidade, ¢ uma formulagao
mais geral, que fornece as estimativas de minimos quadrados para todos os casos
apresentados, bastando que os pesos sejam definidos de acordo (assim como suas
derivadas). De forma geral, pode-se rescrever a expressio em (51) da forma geral
apresentada por Draper e Smith (1981), pagina 79 (equacao 2.11.10):

b =(X"WX)'X"WY (53)
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No caso de minimos quadrados ordinarios, a matriz W de pesos ¢ uma matriz identidade,
para o caso de minimos quadrados ponderados simples ¢ uma matriz diagonal onde os
elementos sdo obtidos pelo inverso da variancia em Y para cada ponto. O método de York
poderia também ser avaliado por esta expressdo, utilizando-se para esta matriz os pesos
definidos por ele, e neste caso também ¢ uma matriz diagonal. O método de Riu e Rius
seria expresso fazendo a matriz de pesos ser uma matriz em que os elementos fora da
diagonal principal possuam valor ndo-nulo, obtidos das covariancias entre os valores X e ;.
Nos dois Gltimos casos, a matriz X 'WY dada por Draper e Smith precisa ser modificada
para considerar os erros em X, pela introducdo das derivadas parciais como apresentado em
(51). Também para estes casos a solugdo da equacdo ¢ iterativa, ja que os pesos W; (assim
como suas derivadas) dependem dos parametros.

3.1.2. Métodos baseados em Méxima Verossimilhanga

Usualmente os autores que utilizam o método de méxima verossimilhanga para a regressao
linear fazem uma distingdo entre dois casos, o caso estrutural ¢ o caso funcional. A
diferenga entre estas duas situagdes ¢ que na primeira os “verdadeiros valores” X e Y sdo
considerados variaveis aleatdrias, e na segunda sdo considerados valores fixos. Linnet
(1990) cita que esta distingdo ¢ de menor importancia na pratica, porque os calculos sdo os
mesmos nos dois casos.

A expressdo da funcdo de verossimilhanca para um conjunto de n pares de valores (X;, Vi),
dado o modelo funcional apresentado no inicio deste capitulo ¢ apresentada a seguir:

_~B 1 g X, —ux. LcWma- B )t (s
L(G,ﬁ,/.lx‘ |X,Y)= I:l E(ZNU;)HZ X(ZITO'i )1/25 X pD’ 2 é O' O_; %

Na montagem da expressdo acima, considera-se que os erros & do método de referéncia, e

0, , do método testado, seguem distribuicdo normal com média zero e variancias 02 =0le

2 - 2 :
0, =0, ,respectivamente.

Bofarine, Rodrigues e Cordani (1992) mostram que a formulagdo deste problema como
acima possui numero de parametros que cresce com o numero de observagdes, pois 0s

“verdadeiros” valores p, precisam ser também estimados. Estes parametros sdo por eles
chamados de incidentais, associados a i-ésima observagdo. Da forma como apresentada,

também citando outros autores, mostram que ndo possui solucdo no espago paramétrico, a
nao ser que se faca mais alguma suposi¢ao adicional.
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Dependendo desta suposicdo ou suposi¢cdes adicionais encontradas, tem-se diferentes
estimadores.

3.1.2.1 Razao de variancias constante e conhecida

A primeira variante obtida pelo método de méxima verossimilhanga ¢ chamada por Paiva
Lima (1996) de modelo funcional cléssico de maxima verossimilhanga com razdo de
variancias conhecida.

Para este caso, supde-se, em adicdo ao que ja foi considerado, que as varidncias de ambas

as variaveis sendo comparadas s3o constantes, ¢ conhece-se sua razdo, A. Esta razdo ¢
definida como

A=Y= (55)

se chamarmos 02 de 6.

Fazendo estas consideragdes, a funcao de verossimilhanca em (54) pode ser rescrita como

L o0
Qo A" PE 220

L(@.B.6. 1, | %)) = i[/\(xi — ) (Y, —a - B, )2]§ . (56)

O seu logaritmo ¢ dado por

1@. B.6. 41,1 % Y) = ~Nlog(218) = o)~ ﬁm 1)’ +i(yi ~a- By, )ﬂ (57)

Como se pode perceber, ndo se dispde de graus de liberdade suficientes para estimar
consistentemente os parametros 0, 3, 0, e os n valores . Uma possivel saida para este
problema pode ser vista em Garthwaite, Jolliffe e Jones (1995), pp.56. Estes autores
chamam este problema de “inferéncia na presenga de parametros perturbadores”. Quando
se deseja estimar parte dos parametros de um modelo, ndo se interessando pelos demais,
pode-se encontrar a funcdo de verossimilhanga perfilada. Para obté-la no presente caso,
deve-se primeiramente maximizar a fungdo log-verossimilhan¢a em (57) com relagdo aos
parametros perturbadores (ou também chamados incidentais).

Isto fornece a seguinte solugao:
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N o= AXi +B(yi -a)
uxi - A +Bz .

(58)
Substituindo-se esta expressao em (57) no lugar de [y obtém-se a funcdo log-
verossimilhanga perfilada, que ¢ fungdo apenas de a, 3, e 6.

Derivando-se a nova expressao em relacao a estes trés parametros e igualando as derivadas
a zero, encontramos:

- (S, ~AS,)+,/(AS,, —S,)* +4AS],

2S,, ’ (59)
a=y-bx (60)
€
6= S, +b°S, —22bSxy , 61)
2n(A +b%)

com
Su=) (X=X, (62)
Sy=> -y (63)
e Sy =Y (X=X =Y. (64)

Para se realizar inferéncias criando uma regido de confianga, deve-se utilizar a matriz de
covariancias dos estimadores, e através dela se pode construir um teste de hipotese do tipo
Wald, da seguinte forma.

W=n®-,)Q; (d) (-0, (65)
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em que ® ¢ o vetor de parametros de interesse, sendo ® seu estimador, @, o valor
assumido na hipétese basica (ou nula) sendo testada e Q.'(P) € o inverso da matriz de

covariancias de @ avaliadaem @.

Patefield (1977) deriva a expressao correta para esta matriz, que € a seguinte:

0, ={) +b ) /(”Sxy)gz(l +7)+(s, /b) -x(1 JTr)r)

0
o -x(+7) (1+ E (66)

— A 2
sendo s, =S, /n e T= )\Hb/{(/\ +b )Sxy} :
Este autor apresenta a matriz apenas para a parte que se refere a a e b. Para utilizar esta

Ng.
n-2

expressao, deve-se substituir 8 pelo estimador consistente

Galea-Rojas et al. (2003) trabalham com uma generalizag@o de (65) e (66).
3.1.2.2 Razao entre Coeficientes de Variacao constante

Escrevendo as expressoes para os coeficientes de variagdo em X e em Y, temos:

o, :
eV, =f,=————"0iou f, =0, w" (67)
tH
i Yi
R
1
fazendo W= ——m— (68)
Xi +Iin
2
Analogamente, f, =0, w' (69)

Definido desta forma, percebe-se que, nesta abordagem, proposta por Linnet (1990), o
coeficiente de variagdo (tanto em X quanto em Y) ¢ a razdo entre o desvio padrio e a média

entre 4, e H,. Sob Hy (19), este CV realmente sera o CV de cada método, i.e.,

CV,=o0,/u, eCV =0, /l,.
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2 2
Fazendo A = f—yz (pode-se verificar que A = —i‘), que ¢ a razdo entre os quadrados dos
X X

coeficientes de variagdo, suposta constante neste caso particular, e substituindo na funcao
verossimilhanca em (54), vem

2 g 1 1 H B 1@ B
=[] o Cexplr =7 > AW (% = )" +wi(y, —a = Bu, )’ | (70)
] = 5(2 yz/Wi)mx(anyz/AWi)”z@ng 27 £ [/\W'(X' H)" Wiy —a =B ) ]%

.. ~ oL .
Para obter a verossimilhanga perfilada, entdo, encontra-se —— . Igualando esta derivada a

Hx
zero e efetuando simplificagdes algébricas, chega-se a
A /\Xi + B(yi —a,)
l’lxi = 2 ° (71)
A+p
Linnet (1990) centra os valores da variavel X na média:
I’lyi :ao+BUXi :(J-'-lg(l‘lxi _Hx)ﬂ (72)

onde [I, ¢amédia de todos os valores U, .

ApoOs substituir a expressao (71) em (70), derivando em relagdo aos demais parametros e
executando-se as simplificagdes necessarias, chega-se a seqiiéncia de equagdes proposta
por Linnet para se encontrar a solugao

Supy ~ASu +y(ASyp = Siyy) +44S,,,

b= s, , (73)
onde

S = 3 Wi (X% —X,)7, (74)

Sy = Y WY, =%, (75)
€

Sy = ) WX =XV = V) (76)
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sendo X, = % . (77)

Os pesos W, sdo estimados por

W = — (78)

com
)Zi — AX +Ab(yi - ) (79)
A+Db?
. Ad.
Y=y —— 80
=Y e (80)
d =y, —(a +bx) (81)
e, finalmente,
a=y,. (82)

ApoOs a primeira estimativa dos parametros da reta como acima, estes valores sao levados a
(72), para se encontrar a,. Estes valores sdo entdo levados as equagdes (73)-(82) onde

novas estimativas sdo realizadas, de forma iterativa, até convergéncia. De inicio, deve-se
utilizar uma primeira estimativa para os dois parametros da reta, por exemplo utilizando as
formulas para minimos quadrados ordinarios.

3.1.2.3 Relagao Funcional de Maxima Verossimilhanga para varidncias ndo homogéneas

Este ¢ o caso mais genérico. A proposta em Ripley e Thompson (1987) considera as
varidncias em cada ponto (0} e 0 ) conhecidas.

A fungao log-verossimilhanga obtida a partir de (54) ¢

(Xi _uxi) lz (y| _GUZBUXi) ) (83)

l(aaﬁauxi ‘ Xa y) = COnStante—%za—z_ ;
%
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Obtém-se inicialmente a estimativa para os parametros incidentais
[, =wlo,x +o By, —a)l, (84)
— 2 2 2\-1
sendo w =(o, +B°0,) . (85)

Substituindo na fun¢do log-verossimilhanga e simplificando, a fun¢do log-verossimilhanca
perfilada fica da forma

|(a, B) = constante — i% i (86)
1=1 Yi X;

O problema passa a ser entdo a minimizacao de

Qu(@,B)=minQ= Y w(y, ~a~Bx)’, (87)

considerando que d =a e W, dependem de ,B =b.

Pode-se perceber que esta expressdo € igual a proposta por Riu e Rius (1996), ja
apresentada no item de métodos de minimos quadrados, se assumirmos que ndo ha
covaridncia entre X e Y,. Entretanto, Ripley e Thompson (1987) ndo solucionam esta

expressdo algebricamente da mesma forma que aqueles autores. Ao invés disto, fazem
todas as substitui¢des na expressdo em (87) de forma a torna-la dependente apenas de 3.

A estimativa para o ¢é:

a= X\Ni(yi = Bx)
W

Esta expressdo ¢ deduzida do fato de que a reta de regressdo passa pelo ponto de
coordenadas (X,,, Y, ), médias ponderadas em X e em Y, respectivamente.

(88)

Assim, algum método numérico de otimizac¢ao (minimizacao) deve ser utilizado para tratar
a expressao

Qn@.B) = W(BILy, —a(B) =B 1", (89)
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que deve ser reescrita incorporando as relagdes (85) e (88):

5 - Z(a% :oﬁfﬁ )2‘;<2y;_7 PO _ g, d
Qm(B) — Z E Yi i D

2 2 .2
in +‘B O-Xi

; (90)

que ¢ uma expressao que considera apenas os dados e constantes conhecidas, em fungao de

B.

Para o teste de (3 =1, Ripley e Thompson sugerem que se calcule

(b-1) . 1)
VY ws =%,

Para testar se a =0, utiliza-se a estatistica

a
92)
> WX
Z\Nl Zvvi(xi _XW)2

Estas duas expressdes, como se viu na primeira secdo deste capitulo, representam os testes
usuais para o método de minimos quadrados ponderados. Estas duas estatisticas sao
comparadas com uma distribui¢do normal padronizada com nivel de significancia
especificado. Os autores recomendam, para uma analise apropriada da regressao, testar os
residuos

ri* =(y; —a—bx){w (b) . 93)

A soma dos quadrados dos residuos padronizados, assim produzidos, deveria fornecer a
relagdo aproximada

> () =(n-2). (94)

Isto se da porque os residuos, uma vez padronizados, seguem uma distribui¢ao N(0,1). A
soma dos quadrados deles ¢ obtida com (n-2) graus de liberdade, e ¢ uma varidvel com
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distribui¢do aproximada Qui-quadrado. A soma de varidveis qui-quadrado ¢ uma variavel
com distribui¢cdo qui-quadrado com média igual ao nimero de graus de liberdade.

Quando se encontra um valor para esta soma ultrapassando (n-2), ¢ uma indicacao de que
as variancias utilizadas para cada método, em cada ponto, sdo subestimadas. Além disso, o

grafico Vs )A(i pode fornecer informagdes adicionais sobre a adequacao do ajuste.

3.1.3 Métodos Robustos

Vérios métodos sao sugeridos na literatura de quimica analitica, quando se aborda o tema
‘compara¢do de métodos’, que procuram prover solugdes para quando ndo se deseja fazer
grandes suposicdes sobre a distribuicdo de probabilidade dos dados, ou se suspeita
existirem resultados discrepantes ou contaminados.

Foram escolhidos para representar este grupo de métodos no atual trabalho, os estimadores
LTS (“Least trimmed of squares”) de Rousseeuw e Leroy (1987) e a Regressdao Estrutural
Absoluta de Feldmann (1992).

O estudo mais aprofundado do uso de estimadores robustos em comparagao de métodos
analiticos fica como sugestao para trabalhos futuros e para outros pesquisadores.

3.1.3.1 Minimos Quadrados Aparados de Rousseeuw e Leroy (1987)

Este método tem como principio, na verdade, o mesmo do método de minimos quadrados
ordinarios. A mudanca proposta ¢ que, ao invés de se somar todos os erros quadrados de
regressdo, toma-se apenas h destes termos, eliminando os maiores termos da soma
quadratica. Para se conseguir isto, deve-se primeiramente calcular todas as retas possiveis,
tomando as N observagdes duas a duas.

Rousseeuw e Leroy (1987) entdo propdem que sejam ordenados os quadrados dos erros,
em cada reta assim obtida, do menor para o maior, como abaixo:

(rz)lzn < (r2)2:n .S (rz)n:n . (95)

A expressao acima simboliza os quadrados dos residuos de regressao, tomados de uma das
possiveis retas calculadas, ordenados do menor para o maior. Os subscritos 1:n, 2:n, ..., n:n
significam o menor quadrado de residuo de n residuos, o segundo menor de n, e assim por
diante.
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Para se obter a soma destes residuos quadrados, escolhe-se um valor h, a partir do qual os
termos da soma sdo desprezados ou aparados. Soma-se apenas até o h-ésimo residuo
quadrado ordenado.

O mesmo entdo ¢ repetido para uma nova reta, produzida por outros dois pontos quaisquer
dentre as observagdes disponiveis. A cada reta estudada, tem-se entdo uma soma de
quadrados aparada. Aquela que fornecer o menor valor para esta soma, ¢ a reta escolhida.

O critério de Rousseeuw, pode ser entdo resumido como tendo a seguinte funcao objetivo:
o 2
miny (1), - (96)

1=1

Fazendo h=[n/2] +1, Rousseeuw demonstra que o estimador LTS atinge o maximo ponto
de quebra, de 50%.

A expressdo h=[n/2] +1 é também conhecida como sendo a posi¢do da “mediana alta”, e
significa a posi¢cdo do maior dos dois valores centrais, quando n ¢ par. Quando n ¢ impar, h
representa a posi¢ao da propria mediana.

3.1.3.2 Regressao estrutural absoluta de Feldmann (1992)

Para se entender este estimador, proposto por Feldmann (1992), deve-se entender antes o
estimador ndo robusto apresentado em seu artigo.

Feldmann parte de um método de méxima verossimilhanga, em que se considera os pares
(X, Y,) como sendo realizagdes independentes de uma distribui¢cdo normal bivariada (X, Y)

DD72 g,
yD@Ixy g,

A densidade para esta situagdo ¢ entao dada por

tal que

— 2 2
fOxy) = ;exp%_ 1 X= )" _2P(X—B)(Y~Hy) (Y- u) % ©8)

E 21-p*) g o, 00, ;

com y=2m0,0,1-p° (99)

e P ¢€ o coeficiente de correlagdo linear de Pearson entre X e Y.
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Colocado desta forma o problema, fica claro que Feldmann se dedica apenas ao caso em
que os erros nos dois eixos possuem variancias constantes, independentes do teor.

Feldmann assume que os valores ( X,,Y;) sdo os valores preditos pela reta de regressdo, de
forma que

A

Y =a+bx e y. =a+bX, . (100)

Feldmann também assume que os valores preditos sdo equivalentes aos valores observados
até seus momentos de segunda ordem. Com isto, ( )A(i ,\?i ) possuem a mesma distribui¢ao de
probabilidades dada em (98).

Com base em (100) e nas suposigdes acima sobre os momentos, pode-se encontrar que

o= - B, (101)
0_2
= (102)

e consequentemente,
0,=|6lo,0 0 =00, e o}=|Bo,. (103

Escrevendo f( )A(i ,YAi) a partir de (98), substituindo por (X,Y;) usando (100) e usando as
relagdes em (101), (102) e (103), vem

Xp%—hﬁl (Y, = 1,7 =200y, = U )% = 1) +[B(% = 1) J% (104)

E 20,0,(-p%) =

50 1
f (X| ’Yi ) =—¢
y
que ¢ uma expressao que representa a dependéncia da distribuicdo de probabilidades com
relacdo ao parametro (3, da reta a estimar.

A partir desta expressao pode-se chegar entdo a fungdo log-verossimilhanga

—{wz(ux,uy,ﬁ)—2pwo(ux,uy)}
20,0,(1-p*)

(s iy, B) = —nlog(y), (105)
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com W oty B) = Y 1B, = 0" 1B (v =) (106)

¢ Uolot) = 3 (5 =Y, =1, (107)

Maximizando a expressdo em (105) com relacdo aos parametros, tem-se as estimativas

, S
b=sinal(r,)—, (108)
SX
f, =X (109)
e f,=v, (110)
em que My =P ¢ a estimativa do coeficiente de correlagdo linear.

Para derivar uma alternativa robusta para o estimador acima apresentado, Feldmann propde
substituir, em (108), a razdo de desvios padrao pela mediana da razdo absoluta entre os
erros robustos em Yy e em X, definidos da seguinte maneira:

Yi _rrEdk(yk)|E
X _mEdk(Xk)|

b:J_rmedE (111)

A intersecao da reta de regressdo € obtida, por sua vez, por

a=med, (y, —bx,), (112)

e o sinal de b pode ser encontrado pelo sinal de b:

b = med, 32— T ) g (113)
0% — med, ()

Feldmann comenta que o estimador b apresentado acima ¢ apresentado inicialmente por
Hampel, que o desconsidera por apresentar resultados pouco satisfatoérios em muitas
situagdes. Feldmann s6 o utiliza para determinacao do sinal.
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Feldmann apresenta em seu artigo a forma de se realizar a analise dos residuos de regressao
para deteccdo de pontos discrepantes, assim como exemplos de aplicagdo onde conclui que
este estimador apresenta resultados satisfatorios quando os dados forem contaminados.

3.1.4 Mc¢étodo de Wald (1940)

Este método, apesar de ser mais antigo que varias propostas apresentadas anteriormente, ¢
apresentado em separado, j4 que ndo se enquadra em nenhum dos principios ja
apresentados, utilizados para se encontrar estimadores, quais sejam: minimos quadrados,
maxima verossimilhanga e estatisticas de ordem (métodos robustos).

Wald (1940) apresenta uma alternativa de estimador para o problema de regressdo com
erros nas varidveis, que nao ¢ justificado por nenhum principio. Wald apresenta o estimador
e entdo se preocupa em demonstrar sua consisténcia.

Wald faz as seguintes suposi¢des basicas:

1) As variaveis aleatorias €, em (15) tém cada uma a mesma distribui¢do e sdo ndo
correlacionadas. A variancia o é finita;

1) As variaveis aleatorias 0, em (16) t€ém cada uma a mesma distribui¢do e sdo nao
correlacionadas. A varidncia 0’; ¢ finita;

iii)  As varidveis aleatorias £ e O, sdo ndo correlacionadas;

v) Existe uma relagdo linear simples entre os valores verdadeiros ,; e U, ;

V) O limite inferior de

|(X1 Tt Xm)_(xmﬂ Tt Xn)|

(n=23,...)
| n |
¢ positivo. Os valores de X; aqui estdo ordenados.
Wald define as seguintes expressoes:
X +..+X )—(X , t...tX
b1 :( 1 m) ( m+1 n) (114)

n
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(yl Tt ym) _(ym+1 Tt yn)
n

b, = (115)

com m=n/2 e n ¢ o nimero de pontos da regressdo. Por simplicidade, Wald considera,
para apresentar seu estimador, que n ¢ um numero par.

O estimador proposto para o coeficiente angular da reta ¢ entdao

- (yl +"'+ ym) _(ym+1 +"'+ yn)
(X Foet X )= (X +o X))

b:% (116)
2

m+1
A interse¢do € obtida a partir do ponto ( X, Y ), que ¢ um ponto da reta.

E facil ver que

(Xl ot Xm) B (Xm+1 Tt Xn)

E(b) = -

(Yl +"'+Ym)_(Ym+l +"'+Yn)

¢ E(b,) = n

Usando a condig¢do iv dada acima, pode-se ver que

_E(b)

Eb)=PEB)  ou  BEgn

(117)

A variancia de b, —E(b)¢é igual a g./n e a variancia de b, —E(b,)é igual a o;/n.
Assim, Wald mostra que b eb, convergem para E(b)e E(b,), respectivamente. Do
pressuposto v, acima, Wald conclui que a razdo b, /b, converge para E(b,)/E(b)=[.

Wald apresenta em seu trabalho também expressdoes que ele deduz para estimar as
variancias das estimativas, ¢ logo os intervalos de confianga para os parametros ae 3.
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E importante verificar-se que a proposta de Wald assume um modelo linear entre os
resultados dos dois métodos sendo comparados (se aplicado a este problema especifico),
cujas variancias sdo constantes ao longo da faixa de concentragdes.

Obviamente, isto se torna uma limitacdo em sua aplicacdo. Como no caso de comparagdo
de métodos de quimica analitica isto ndo ¢ em geral verdadeiro, espera-se produzir com a
aplicagdo deste estimador a casos de aplicagdo, estimativas viciadas.

Entretanto, o método de Wald ¢ uma referéncia importante na literatura de regressdo com
erros nas variaveis, além do que, Danzer et al (1995) o utilizam comparando em simulagdes
com quatro outros métodos, e ele apresenta os melhores resultados.
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