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“Obstdculos ndo podem te parar.
Se vocé topar com uma parede, ndo vire e desista.

Descubra como escald-la, passe por ela, trabalhe nisso.”

(Michael Jordan)
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Resumo

Sistemas de medicao bindria (BMS) sdo ferramentas frequentemente utilizadas em proble-
mas de classificacdo onde hd somente duas respostas possiveis. Na medicina, sdo utilizados
em testes diagndsticos, e em controle de qualidade, quando o interesse € avaliar a qualidade
de itens fabricados através de uma inspecao. No entanto, os BMS’s ndo sdo perfeitos e podem
resultar em erros de classificacdo. Por exemplo, em controle de qualidade, um BMS pode julgar
um item “conforme” como “ndo conforme” com probabilidade e¢; ou um item “n@o conforme”
como ‘“conforme” com probabilidade e,, durante uma inspecao. Tais erros podem influenciar
em decisdes criticas a serem tomadas no processo € na qualidade dos itens fabricados, o que
torna essencial realizar um estudo rigoroso para avaliar a qualidade do sistema de medi¢ao em
uso. A avaliacdo consiste em estimar os erros ej € ep, € a proporcdo de itens conformes no
processo, denotada por p. No entanto, somente itens classificados como “conforme” e “ndo
conforme” sdo observados, e estes podem passar ou falhar durante uma inspe¢do com o BMS,
ou seja, o verdadeiro estado dos itens ndo é observdvel (latente). Uma alternativa € realizar
r classificacoes repetidas de cada item utilizando o BMS e empregar um modelo de classe
latente. A proposta deste trabalho € avaliar um BMS empregando a abordagem de estimacao
denominada minimo qui-quadrado, que tem sido pouco discutida em problemas de estimagao,
porém, Joseph Berkson (1899 — 1982) defende seu uso, questionando a soberania da maxima
verossimilhanga. Neste trabalho, é mostrado que os estimadores de minimo qui-quadrado
sdo competitivos em relagdo aos de Momentos e de Maxima Verossimilhanga, se comparados
segundo o erro médio quadratico, e equivalentes quando o nimero de classificagdes repetidas é

igual a trés.

Palavras-chave: Sistemas de medicdo bindria. Erros de classificacdo. Mistura de duas
distribui¢des binomiais. Maioria simples. Método dos momentos. Maxima verossimilhanca.

Minimo qui-quadrado. Simula¢do Monte Carlo.



Abstract

Binary measurement systems (BMS) are tools frequently using in classification problems
when is there only two possible responses. In medicine, are used in diagnostic tests, and in
quality control, when the interest is assess the quality of manufacturing items by an inspection.
However, the BMSs are not perfect and can result in misclassification. For example, in qua-
lity control, a BMS can judge a “conform” item as “nonconforming” with probability e; or a
“nonconforming” item as “‘conform” with probability e, during the inspection. Such errors can
influence critical decisions to be taken in the process and in quality of manufacturing items,
which makes it essential to carry out a rigorous study to evaluate the quality of measurement
system in use. The assessment consist in estimate the errors e; and e,, and the proportion of
conform items in the process, denoted by p. However, only items classified as “conform” and
“nonconforming” are observed, and these may pass or fail during an inspection with the BMS,
that is, the true state of the items is not observable (latent). An alternative is to perform r repe-
ated classifications of each item using the BMS and employ a latent class model. The proposal
of this paper is to evaluate a BMS using the so-called minimum chi-square apporach, which has
been little discussed in estimation problems, however, Joseph Berkson (1899-1982) defends its
use, questioning the sovereignty of the maximum likelihood. In this paper, it is shown that the
minimum chi-square estimators are competitive with of Moments and Maximum Likelihood,
if compared according to the mean squared error, and equivalent when the number of repeated

classifications is three.

Keywords: Binary measurement systems. Misclassification. Mixture of two binomial dis-
tributions. Simple majority. Method of moments. Maximum likelihood. Minimum chi-square.

Monte Carlo simulation.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo, apresentamos uma breve introdugdo a respeito dos sistemas de medigdo bi-
ndria e a estrutura do problema de avaliagdo de um BMS. Além disso, sdo descritos os objetivos

e organizagado do trabalho.

1.1 Sistemas de Medicao Binaria

Os sistemas de medi¢ao bindria (BMS, do inglés Binary Measurement System) sao ferra-
mentas que desempenham uma tarefa importante em problemas de classificacdo bindria. Estes
sistemas sdo responsdveis por julgar utilizados em diversas dreas, principalmente em testes di-
agnosticos, na medicina, e em inspe¢des nas industrias, em controle de qualidade. Na drea
médica, os BMS’s sdo utilizados em diagnésticos para identificar alguma condi¢do especifica
nos pacientes, discriminando-os em positivo ou negativo, que poderia representar a presenca
ou auséncia de determinada doenca, por exemplo. Nas inddstrias, sdo responsdveis por avaliar
a qualidade dos itens fabricados com base em algumas medidas que descrevem os itens avali-
ados e, entdo, classificando-os em conforme ou ndo conforme. Em muitos casos, um BMS é
utilizado para realizar 100% da inspec¢do, a fim de proteger os consumidores de itens que nao
estdo conforme as especificacdes (Danila et al. (2009)). Neste trabalho, o contexto estd vol-
tado ao controle de qualidade, onde o interesse € classificar itens fabricados em conforme e ndo
conforme.

Avaliar um BMS ¢é de fundamental importancia, pois durante o processo de inspecio o
BMS estd sujeito a erros de classificagao, isto €, julgar um item conforme como nao conforme

com probabilidade e ou julgar um item nao conforme como conforme com probabilidade e,.
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A medida de erro e representa o risco do produtor, pois um item conforme provavelmente
serd enviado a um retrabalho desnecessario ou até mesmo sucateado; e, representa o risco do
consumidor, uma vez que um item ndo conforme provavelmente serd enviado ao consumidor.

Para ilustrar uma aplicacdo de um BMS, suponha que estamos interessados em inspecionar
cartdes de crédito. O objetivo é detectar defeitos como arranhdes superficiais, letras ou nimeros
distorcidos, etc. Um determinado BMS captura uma foto digital da frente de cada cartdo, onde
estdo contidas as informacdes mais relevantes dos clientes, e calcula varias medidas descriti-
vas comparando-os a um modelo de cartdo ideal (veja Steiner & MacKay (2005); Danila et al.
(2009)). Assim, se alguma dessas medidas cai fora de um intervalo pré-especificado, o cartao
falha na inspecao e € julgado como ndo conforme pelo BMS, caso contrério, o cartdo passa e
¢ julgado como conforme. No entanto, um cartdo conforme pode ser classificado como ndo
conforme com probabilidade e; ou um cartdo ndao conforme como conforme com probabilidade
e>. Observe que, apesar de algumas caracteristicas dos cartdes serem continuas, € razodvel con-
siderar o BMS como sistema de medig¢ao, pois a decisdo final € “conforme” ou “ndo-conforme”.

Uma abordagem para realizar uma avaliacdo de um BMS considera o sistema padrao-ouro
disponivel, tal sistema é capaz de determinar os estados dos itens sem cometer erros. Entdo, a
abordagem consiste em comparar os resultados do padrao-ouro com os obtidos pelo BMS. No
exemplo dos cartdes de crédito, um padrdo-ouro poderia ser uma inspecao humana detalhada,
onde o inspetor poderia comparar cada cartdo com as especificacdes padrdo e, entdo, julgar o
cartdo como conforme ou nio conforme.

Geralmente, a indisponibilidade do padrao-ouro esté relacionada ao alto custo deste sistema
que, ainda, pode ser destrutivo, no sentido de alterar as caracteristicas dos itens durante o pro-
cesso de inspe¢do. Na literatura, hd uma outra abordagem que considera o padrao-ouro indis-
ponivel e, portanto, o estado verdadeiro de cada item é desconhecido (latente). Esta abordagem
consiste em realizar r classificagdes repetidas em cada item utilizando um BMS e considerar um
modelo de classe latente, que € bem conhecido e utilizado em diversas dreas de pesquisa. Alguns
autores, como Boyles (2001), van Wieringen & Van Den Heuvel (2005) e Danila et al.(2009,
2012), empregaram tal modelo para analisar os dados provenientes de um estudo de avaliagdao
do BMS, considerando que cada item foi classificado repetidas vezes pelo sistema. Neste traba-

lho, a avaliag@o do sistema de medi¢do bindria serd conduzida sob o padrao-ouro indisponivel.

Freitas, C. C. O. Quinino, R.C.
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1.2 Trabalhos Relacionados ao Minimo Qui-Quadrado

MQQ)

Apesar de ser um método pouco discutido em problemas de estimacao nos livros texto, que
enfatizam mais os métodos tradicionais na literatura, como o da maxima verossimilhanca e
dos momentos, o estimador de minimo qui-quadrado tem mostrado resultados interessantes em
alguns estudos.

Em Berkson (1980), o autor deu inicio a uma discussdo que envolveu alguns pesquisadores
com reputacao na Estatistica. Neste trabalho, o autor questiona a soberania da maxima veros-
similhanca (MV) e apresenta algumas funcdes y? alternativas que podem ser minimizadas na
estimag¢do de minimo qui-quadrado. O autor mostra que o estimador de MV € um caso par-
ticular do estimador de minimo qui-quadrado, denominado por x}% Além disso, entende que
nao existe um método de estimacio que seja sempre superior em todas as situagdes, as vezes 0
minimo )(/%, as vezes uma das outras estimativas de minimo y? é melhor.

Em Harris & Kanji (1983), os autores apresentam uma revisao de alguns aspectos historicos
a respeito da estimacdo de minimo x2. Mencionam que este método é pouco discutido quando
se tratam de problemas de estimacdo, citando que a MV € amplamente explorada e discutida
em Vvarios textos.

Em Kominek (2002), o autor realizou uma aplicagdo do método minimo qui-quadrado para
estimar os parametros de uma distribuicdo estavel unimodal simétrica. A ideia era analisar a
eficiéncia da estimagdo de minimo qui-quadrado através de simulagdes Monte Carlo. Com isso,
o autor apontou evidéncias a favor do MQQ nos casos onde os dados estavam agrupados e, em

certas situagdes para os dados ndo agrupados, obteve um desempenho satisfatorio.

1.3 Objetivos do Trabalho

O trabalho tem como objetivo realizar um estudo sobre a performance do método de minimo
qui-quadrado (MQQ) para estimar os parametros (p, e1, e2), que tem sido pouco discutido
nos problemas de estimagdo na literatura. Considerando os estudos anteriores que abordam
0 MQQ e os comentdrios feitos por Berkson (1980), a proposta foi realizar uma investigagao
empregando simulagdes Monte Carlo para verificar a eficiéncia deste método na avaliagdo de

um BMS.

Freitas, C. C. O. Quinino, R.C.
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Especificamente, os objetivos estdo definidos nos seguintes passos:
1. Estudo das teorias para os problemas de avaliacdo de um sistema de medi¢do bindria.

2. Estudo sobre os métodos de estimacdo dos parametros do modelo de mistura de duas

distribui¢des binomiais.

3. Desenvolvimento de um estudo de simulacdo Monte Carlo para analisar a performance

do MQQ num problema de avaliagdo de um BMS.

4. Exemplificar como utilizar o MQQ para avaliagdao dos pardmetros de interesse por meio

de teste de hipoteses.

1.4 Organizacao do Trabalho

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: no Capitulo 2, sdo apresentados a es-
trutura do problema, o modelo de classe latente e os métodos de estimacao; no Capitulo 3, é
apresentada uma descri¢do dos cendrios do estudo de simulacio Monte Carlo, bem como os
resultados obtidos; no Capitulo 4, apresentamos um Exemplo de Aplica¢@o, a fim de mostrar o
uso do MQQ em um problema tipico em controle de qualidade; no Capitulo 5, sd@o apresentadas

algumas conclusdes e consideracdes finais do trabalho.

Freitas, C. C. O. Quinino, R.C.



Capitulo 2

Fundamentacao Teorica

Neste capitulo, apresentamos as notagdes e a estrutura do problema de avaliagdo de um
BMS; definimos o modelo de mistura de duas distribuicdes binomiais e alguns métodos de
estimagdo mais tradicionais na literatura, como o de maxima verossimilhanca, método dos mo-
mentos e maioria simples. Além disso, é apresentado o método de minimo qui-quadrado, que é

o alvo principal do estudo.

2.1 Notacoes e Estrutura do Problema

Num processo de fabricacao, uma tarefa importante € detectar itens que ndo estdo conforme
com as especificacdes desejadas, a fim de aprimorar a qualidade dos itens fabricados. Para
1ss0, € comum o uso de um determinado sistema de medic¢ao no processo de inspec¢do dos itens.
Neste caso particular, onde o interesse € classificar os itens fabricados em conforme ou ndo
conforme, é razodvel utilizar um sistema de medicao bindria (BMS). No entanto, os BMS’s
estdo sujeitos a erros de classificagdo que podem influenciar as tomadas de decisdes criticas, o
que torna essencial realizar um estudo rigoroso para avaliar a qualidade do sistema em uso.

Suponha que dispomos de uma amostra aleatdria de n itens, onde X sdo conformes. Para
estabelecer uma notacdo, definimos uma varidvel aleatéria X;, que indica o estado do i-ésimo

item avaliado, tal que

1, seoitem i € conforme,
X = 2.1

0, se oitem i € ndo conforme.

12
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Considerando um sistema padrao-ouro disponivel, o valor de X; pode ser determinado sem
nenhum erro. Em geral, ndo dispomos de tal sistema e, portanto, a varidvel X; € ndo observavel.
Quando o padrdo-ouro ndo estd disponivel, uma alternativa € realizar r classificacdes repetidas
do i-ésimo item utilizando um sistema de medi¢do bindria. Assim, € necessdrio definir outra
varidvel aleatoria, Y;;, para indicar o resultado da j-ésima classificagdo realizada no i-€simo

item pelo BMS, tal que

1, se oitem i passa na j-ésima classificacao,
Yij= (2.2)

0, caso contrario; i=1,...,nej=1,...,r.

O objetivo num estudo de avaliagdo de um BMS € estimar as propriedades estatisticas que
caracterizam tal sistema, dadas pelo risco do produtor (e1) e risco do consumidor (e3). Tais
medidas correspondem a variabilidade devido ao processo de inspecdo e sdo definidas pela

probabilidade condicional de Y;; dado X;. Assim, oS riscos e € e sdo dados por:

ey = P(Yl'j :0|Xl' = 1),

e = P(Yl’j = 1‘Xi :0).

Estas medidas representam os erros de classificacdo, onde ¢; € (0,1) é a probabilidade
condicional de um item conforme falhar na inspegéo e e € (0, 1) é a probabilidade condicional
de um item ndo conforme passar na inspec¢do. Observe que 1 — e representa a probabilidade de
um item conforme passar na inspe¢ao com o BMS.

Uma vez que o padrao-ouro ndo estd disponivel, o valor de X; é desconhecido, isto €, o
verdadeiro estado do i-ésimo item ndo € perceptivel, i = 1,...,n, 0 que torna interessante estimar
a propor¢io de itens conformes na fabricacio, p, conhecida como faxa de conformidade. E

importante notar que p caracteriza somente o processo de fabricacdo e € definida por:

A partir das medidas (p, ey, e2) € possivel definir outras medidas que caracterizam tanto o

processo de fabricacdo quanto a inspecao realizada pelo BMS, como, por exemplo:

EPZP(YI']': 1) = P(Yij: l’Xi: I)P(Xi: 1)—|—P(Yij: HXZ':O)P(XZ':O)

= (l—e)ptex(l—p),

Freitas, C. C. O. Quinino, R.C.
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onde 7p € (0, 1), conhecida como taxa de aprovagdo, representa a probabilidade de qualquer
item selecionado aleatoriamente passar na inspecdo com o BMS. Observe que 7p depende tanto
do processo de fabricacdo quanto da inspecao realizada pelo sistema e, portanto, sua estimativa
ndo estd relacionada somente ao parametro de interesse p, que depende apenas do processo de
fabricagao.

Bross (1954) mostrou que, quando os erros de classificagdo estdo presentes, os estimadores
de p, e1 e e obtidos por abordagens cldssicas sdo viesados. Outros autores, como Johnson et al.
(1991), Greenberg & Stokes (1995), Fujisawa & Izume (2000), Gustafson (2003) e Kukush
et al. (2004), por exemplo, apontaram que se os erros forem ignorados, entdo o procedimento
inferencial pode ser prejudicado, afetando todo o processo de controle de qualidade.

A Figura 2.1 apresenta uma ilustracdo de um problema de classificacio utilizando um sis-
tema de inspecao dicotomico. Observe que o problema pode ser ilustrado num simples diagrama
de arvore, ou drvore de possibilidades, pois representa as possibilidades da combinacao entre

o verdadeiro estado do item (X; = x;) e o resultado da inspe¢do com o BMS (¥;; = y;;), com x;,

Yij € {0, 1}.

Estado Verdadeiro Classificagéo Final

Conforme

| —e

Conforme

MNao
conforme

Conforme

Mao
conforme

]—Bg

Mao
conforme

Iz

Figura 2.1: Ilustracdo do problema de inspe¢do com o BMS.

Freitas, C. C. O. Quinino, R.C.
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Considerando um processo com 7 itens fabricados e r classificagcdes independentes de cada

item realizadas pelo BMS, € possivel obter a seguinte estrutura de dados:

Classificacoes
ftem 1 2 3 .. r Ci=Ljtij
1 Y1 Y12 Y13 Yir C
2 Y2 Y2 Y23 . Y2, G
3 Y31 Y3 Y33 Y;, G
n Y Yo Y3 . Yor Cu

Tabela 2.1: n itens classificados r vezes.

A variavel Y;; representa a j-ésima classificacdo realizada pelo BMS no i-ésimo item, ou
seja, Y»3 = 1 significa que o segundo item foi classificado como conforme na terceira classifi-
cacdo. Dado que o verdadeiro estado do i-€simo item € conforme (X; = 1), ¥;; tem distribui¢do
Bernoulli com probabilidade de sucesso 1 — ey, caso contrario (X; = 0), Y;; pode ser vista como

-
uma Bernoulli com probabilidade de sucesso e;. A varidvel C; = Z Y;; representa o nimero to-

j=1
tal de vezes que o i-ésimo item é classificado como conforme pelo BMS, onde C; € {0, 1,...,r},
i=1,...,nej=1,...,r. Em um problema com r = 3, por exemplo, C; = 2 indica que o se-

gundo item foi classificado duas vezes como conforme e uma vez como nio conforme durante
a inspecao.
Para conduzir a avaliacio do BMS quando o sistema padrao-ouro ndo estd disponivel serdo

abordados os seguintes passos:
1. selecionar uma amostra de n itens provenientes do processo de fabricagdo;
2. classificar cada item amostrado r vezes utilizando o BMS;
3. registrar o nimero total de vezes que cada item passa na inspecao, Cy,...,C,,.

Boyles (2001) descreveu a avaliacio de um BMS onde, nas configuracdes do seu expe-
rimento, um unico sistema classifica cada item multiplas vezes. Boyles utilizou um modelo
de classe latente para modelar os resultados do experimento e apresentou os estimadores de

maxima verossimilhanca para (p, e, e;). Esta classe de modelos descreve experimentos com
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resultados categéricos e assume uma varidvel categdrica nao observavel (estado de cada item)
para explicar a estrutura nos dados observados.

Além de Boyles, Danila et al. (2009, 2012) empregaram um modelo de classe latente e utili-
zaram o método de maxima verossimilhanca para obter as estimativas dos paradmetros. Van Wi-
eringen & De Mast (2008) realizaram um estudo comparativo abordando os métodos de méxima
verossimilhanga e dos momentos.

O numero total de vezes que o i-ésimo item € classificado como conforme, C;, pode ser
visto como uma mistura de duas distribui¢des binomiais. Blischke (1962, 1964) apresentou os
estimadores de momentos para (p, e, e;) € mostrou que, quando » = 3, s@o equivalentes aos
de maxima verossimilhanga. Quinino et al. (2013) apresentaram os estimadores obtidos pelo
método da maioria simples, bem como suas propriedades assintéticas, e realizaram um estudo
de simulacdo, comparando-os aos de médxima verossimilhanga e de momentos. Considerando
o erro quadratico médio, os autores sugeriram o método da maioria simples como competitivo
para estimar os parametros p, e| € e».

Este trabalho apresenta uma abordagem de estimacdo alternativa denominada de minimo
qui-quadrado. Este método tem sido pouco discutido nos textos quando o foco principal é
estimacdo de parametros, porém, alguns autores como Berkson (1980), Taylor et al. (1953) e
Neyman (1949) t€ém defendido o uso do minimo qui-quadrado, principalmente para os casos
onde dispde-se de um tamanho de amostra relativamente pequeno. Taylor et al. (1953) ressalta-

ram que o minimo qui-quadrado ¢ um método simples de implementar computacionalmente.

2.2 Modelo de Mistura de Duas Distribuicoes Binomiais

Para realizar uma avaliacdo do desempenho de um BMS quando o sistema padrdao-ouro
ndo estd disponivel, uma abordagem usual consiste em classificar cada item r vezes e, dadas
as classificacdes repetidas, considerar um modelo de classe latente para modelar o niimero de
vezes que os itens sdo classificados como conforme. Neste trabalho, o modelo considerado é
definido como uma mistura de duas distribuicdes binomiais.

Seja Cy,...,C, uma amostra aleatdria, onde C; denota o niimero total de vezes que o i-ésimo

item foi classificado como conforme, tal que C; (i = 1,...,n) tem fun¢do de probabilidade dada
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por uma mistura de r binomiais:

P(ci;p,0) = Y piPi(ci;6;), (2.3)
j=1

em que

r

Pi(cis8)) = ( )9;"(1 —0,),

Ci

comc; ={0,1,...,r},0<0;<le0<p; <1, zr:pj: 1,j=1,...,r. Aqui, os pardmetros 6;
e p; representam a probabilidade de sucesso e [J)zéo da j-ésima componente, respectivamente.
Portanto, a funcdo de probabilidade dada em (2.3) representa uma mistura de r distribuicdes bi-
nomiais com 2r — 1 pardmetros, @ = (0y,...,6,) e p = (pi,...,pr), cujo interesse é estima-los.
Porém, antes de realizar alguma abordagem de estimacdo, € importante verificar as condi¢cdes
de identificabilidade do modelo de mistura de distribui¢cdes binomiais, isto €, se dois conjuntos
de valores distintos dos parametros ndo conduzem a mesma distribui¢do de mistura. A condi-
¢do necessdria para garantir a identificabilidade da mistura € que r > 2m — 1 (veja Teicher et al.
(1961) e Blischke (1964)), onde m representa o niimero de distribui¢des binomiais envolvidas
na mistura.

Neste problema de avaliacdo de sistemas de medic¢@o bindria, temos que 6 = (1 —ej,ez) e

p = (p,1 — p). Geralmente, sdo feitas as seguintes suposi¢des:

(i) a probabilidade de erro e; € a mesma para cada item conforme (0 mesmo para e;);
(i) medicdes realizadas em diferentes itens sdo independentes;

(111) dado o valor de X;, repetidas medi¢des no mesmo item sdo condicionalmente independen-
tes. Isto €, dado o verdadeiro estado do item, se realizarmos r classificacdes do mesmo

item modelado por Yjy,...,Y;., temos:

.
P(Yit = yit,- - Yir = virlXi = xi) = [ [ P(Yij = vij | Xi = xi).
=

Note que a suposi¢do (i) pode ndo ser razoavel em certas situagdes na pratica, pois um item
pode ser mais dificil de classificar do que outros.
Considerando essas suposicdes e dado que o i-ésimo item € conforme, o nimero total de

vezes que este item € classificado como conforme (C;) tem distribui¢do condicional dada por:

P(Ci=ci|Xi=1)= (r)(l —ep)e] 1, 0<e <1,

Ci
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e dado que o i-ésimo item € ndo conforme, C; tem distribuicao condicional definida por:

P(Ci=ci|X;=0) = (cr.)eg"(l —e)) %, 0<ey< 1.
l

Dada uma amostra aleatéria de tamanho n, onde cada item é classificado r vezes como
conforme ou ndo conforme pelo BMS, e empregando as suposi¢des (1), (ii) e (ii1), o nimero
total de classificagdes repetidas que resultam em conforme no i-ésimo item, C;, pode ser visto

como uma mistura de duas distribui¢cdes binomiais, com fun¢do de probabilidade dada por:

P(Cl' = Cl') = P(Ci = C,‘|Xl‘ = 1)P(Xl' = l) —|—P(Ci = C,"Xi = O)P(Xi = 0)
= p()a-are e a-n(])an-ear 24

onde ¢; = i yijsi=1,...,ne pe (1 —p)representando os pesos da mistura.

Para qlg 11 mistura da Equacao (2.4) seja identificavel, Boyles (2001) e van Wieringen & Van
Den Heuvel (2005) mostraram que devemos assumir 7 > 3 e 1 —ej > e;. Em outras palavras,
esta ultima suposicdo estabelece que a probabilidade de um item conforme ser classificado
como conforme deve ser maior que a probabilidade de um item nio conforme ser classificado
como conforme. Esta condi¢do é razodvel em controle de qualidade, pois, geralmente, é de se

esperar que 0S erros sejam pequenos.

2.3 Estimacao

Nesta secdo, apresentamos alguns métodos conhecidos na literatura para avaliar um BMS,
como o método dos momentos (MM) e médxima verossimilhanca (MV), bastante citados em
problemas de estimag¢ao nos livros textos, e a maioria simples (MS), sugerido por Quinino et al.

(2013) para este tipo de problema.

2.3.1 Meétodo dos Momentos

Os estimadores de momentos (MM) para mistura de duas binomiais foram desenvolvidos
por Blischke (1962). Sejam Cy,...,C, varidveis aleatdrias independentes e identicamente dis-

tribuidas, onde cada uma segue uma mistura de duas distribui¢des binomiais. Os estimadores
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de momentos para (p, eq, e3) sdo dados por:

11
o = EA+5(A2—4Avl+4V2)1/2,
11
é = EA—5(AZ—4AV1+4V2)1/2,
p = Vi—é&)/(&—é), (2.5)

Vs —ViV, 1 & Ci(Ci—l)...(Ci—k—l—1>
—Zer:—Z ’
Vo —V; n= r(r—1)...(r—k+1)

mento fatorial amostral, em que C; = Z;-:l Yij,i=1,...,n.

onde A =

=1,...,r, denota o k-€simo mo-

E interessante notar que, para r = 3, as equagdes em (2.5) sdo equivalentes as solu¢des das
equagdes de maxima verossimilhanca. Além disso, os estimadores MM sdo assintoticamente
ndo viesados e eficientes para r — co. Em Blischke (1962) e Everitt & Hand (1981) sdo
apresentados mais detalhes em relagdo as demonstra¢des das propriedades assintdticas destes
estimadores.

A estimacao dos parametros de misturas de distribui¢des binomiais através do método dos
momentos (MM) tem sido citada em grande parte dos trabalhos que envolvem tal modelo de
mistura, devido as suas caracteristicas que, em geral, torna a estimagdo simples e requer menos
esforco computacional, em relacdo a outros métodos de estimagdo que necessitam de proce-
dimentos iterativos, como o método da méaxima verossimilhanca. Porém, apesar dos avangos
computacionais, que tornaram mais vidveis obter estimativas através de algoritmos mais robus-
tos e precisos, permanece o interesse em empregar os estimadores obtidos pelo MM, uma vez
que podem ser extremamente Uteis em fornecer valores iniciais para os algoritmos iterativos en-
volvidos na obtencao de estimativas de maxima verossimilhanga, por exemplo (Everitt & Hand

(1981)).

2.3.2 Maioria Simples

O método da maioria simples (MS) baseia-se numa solu¢do intuitiva para avaliar os sistemas
de medicao bindria. Uma vez que ha r classificacdes repetidas dos itens realizadas pelo BMS, a
maioria simples considera o resultado mais frequente como classificacdo final, F;, i =1,...,n.
Assim, F; = 1 (conforme) se as r classificagdes repetidas resultarem em maioria conforme, caso
contrério, F; = 0 (ndo conforme). Em caso de empate, é empregada uma geracdo aleatdria entre
conforme e ndo conforme. Este método tem sido utilizado em testes diagndsticos, julgamentos,

avaliagOes de trabalhos escolares, etc., € ndo tem sido considerado um estimador competitivo
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dos pardmetros do modelo de mistura de duas distribui¢des binomiais (Quinino et al. (2013)).
Devido a sua simplicidade, o MS tem sido proposto como um estimador naive (ingénuo) e,
entdo, sendo utilizado como valor inicial para os processos iterativos, porém, até o trabalho de
Quinino et al. (2013), ndo havia um estudo na literatura que pudesse comprovar tal ingenuidade
deste método.

Podemos definir F; como sendo uma varidvel aleatéria com distribuicao Bernoulli que re-
presenta a classificacio final do i-€simo item e depende do nimero de vezes que este item €

julgado como conforme pelo BMS (C;). Dessa forma, se r € impar, F; pode ser definida como:

1, se,esomente se, C; >r/2,
F = (2.6)

0, se C;<r/2.

E importante ressaltar que F; pode apresentar erros de classificagdo. Como mencionado por
Quinino et al. (2013), a perda de informagao estd diretamente relacionada a eficdcia da varidvel
F;, no sentido de retratar o verdadeiro estado dos itens inspecionados. Assim, é possivel cons-
truir estimadores para os parametros p, e; € e, de maneira simples com base na classificagao

final, F;, i =1,...,n. Por exemplo, um estimador para p pode ser dado por:

£, 2.7)

S| =
.M:

ﬁ:
1

1

onde p representa a proporc¢ao de itens classificados como conforme no processo de inspecao.
Uma vez que dispomos da classificacdo final de cada um dos n itens, € possivel decom-
por a amostra em duas subamostras, uma contendo itens que resultaram em classificagc@o final
“conforme” (F; = 1), enquanto que a outra subamostra ¢ formada por itens que apresentaram
classifica¢do final “ndo conforme” (F; = 0). Assim, a estimativa do erro e, € dada pela propor-

cdo de classificagdes repetidas “ndo conforme” na subamostra de itens conformes, dada por:

. i1 Gi(1 - F)
b =" (2.8)
nr—ry); K
De forma andloga, a partir da subamostra contendo itens ndo conformes, a estimativa do erro
e1 € dada pela proporc¢ao de classificagdes repetidas que resultaram em “conforme”, denotada

como:

A

& = ?:1Fi(r—ci)‘

ryi Fi 29)
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Quinino et al. (2013) mostraram que os estimadores em (2.7), (2.8) e (2.9) s@o assintotica-
mente ndo viesados e eficientes dos parametros p, e e e, quando r — co. Note que, assim
como os estimadores de momentos, os resultados da maioria simples podem ser obtidos de

maneira direta, sem a necessidade de algoritmos iterativos.

2.3.3 Maxima Verossimilhanca

Para avaliar um sistema de medi¢do bindria, Boyles (2001) apresentou os estimadores de
maxima verossimilhancga dos parametros (p, e1, €3) e citou a superioridade geral de tais estima-
dores em relacdo ao obtido pelo método dos Momentos.

Considere uma amostra aleatéria Cy,...,C,, onde C; dado os parametros (p, e, e2) é uma
mistura de duas distribui¢cdes binomiais (i = 1,...,n). Entdo, a funcio de verossimilhanga pode

SE€r expressa por:

n
L(c|p,er,e2) = [P =yits - Yir = yir)
i=1
n
= P(Yi =yit,-- Y =yirl Xi= 1)P(X; = 1)
i=1
+ P(Yi =Yyit,---,Yir = yir|Xi = 0)P(X; = 0)]

N
~

,
= [1P; = yijlxi = 1)P(X; = 1)+ [ [ P(Yij = yij|Xi = 0)P(X; = 0)
P

= pH (1—ep)iel ™ +(1—p Hey” — )V
j=1

() aaree-n ()t

[p(1—e1)e] "+ (1—p)es(1—ex) ], (2.10)

~
ey
~.
—

N

~.
—_

|

~
iy

R

~
—_

e a log-verossimilhanca fica dada por:

n
l(c|p,er,er) < Zln [p(1—ep)e] “+ (1= p)esi(1—er) ] (2.11)
i=1

Assim, obter os estimadores de maxima verossimilhanga consiste em encontrar os valores
de (p, e1, e2) que maximizam a Equacdo (2.11). Diante da dificuldade de obter tais estimadores
de maneira analitica, uma alternativa é empregar algum processo iterativo para solucionar o

problema de maximizagdo da fun¢do de verossimilhanga.
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Em Boyles (2001), é implementado o algoritmo EM (do inglés, Expectation-Maximization).
Porém, esta ndo € a tinica op¢ao para maximizar a equacao definida em (2.11). Alguns algorit-
mos de otimiza¢do, como Nelder-Mead ou Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS), forne-
cem resultados satisfatorios e tem sido utilizados em problemas de otimizacdo numérica. Além
destes, outras abordagens podem ser empregadas, como algoritmos genéticos e particles-swarm
(enxame de particulas), por exemplo. Aqui, optamos pelo método BFGS com restri¢des para os

valores dos parametros.

2.4 Minimo Qui-Quadrado

Enquanto o teste qui-quadrado de aderéncia tem uma longa histéria e ainda permanece em
uso, servindo como uma base para outros procedimentos estatisticos, como o teste de log-rank
em Andlise de Sobrevivéncia, por exemplo, o estimador de minimo qui-quadrado é raramente
contemplado e tem uma histéria mais dificil e ignorada. Quando se trata dos procedimentos
de estimacdo, a maioria dos livros texto ndo apresentam, ou discutem de maneira superficial,
o minimo qui-quadrado. Em geral, sdo enfatizados os métodos de estima¢do mais tradicionais
como, por exemplo, o da mdxima verossimilhanca e o método dos momentos.

O método do minimo qui-quadrado (MQQ) pode ser definido como um método de estimacao
baseado na comparagdo de quantidades observadas e seus respectivos valores esperados. O
MQQ consiste em minimizar uma determinada fung¢io x> para obter a estimativa de interesse.
Berkson (1980) definiu uma funcio x> como qualquer funcio de frequéncias observadas e seus
valores esperados (ou estimativas dos seus valores esperados) que segue, assintoticamente, uma
distribui¢cdo qui-quadrado. O nimero apropriado de graus de liberdade associado a distribui¢cao
x% é v =(g—1—"“nimero de parimetros”), onde g denota o niimero de grupos.

Geralmente, o0 método do minimo qui-quadrado € utilizado em situagdes onde os dados
estdo na forma de frequéncias de eventos mutuamente excludentes. Sejam O = (O, Oy, ...,0;)
e E=(Ey,E\,...,E,) os vetores de frequéncias observadas e esperadas, respectivamente. Aqui,

Oy, representa a frequéncia observada de itens que apresentam k julgamentos conformes, com
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ke {0,1,...,r}, e E; a frequéncia esperada correspondente a Oy, definida como:

Ek = =

_ [ () —ep)el k—l—(l—p)(;;) K(1— )~ k}

— <> 1—e1’<eqk+(1—p)e§(1—e2)r*k}, ke{0,1,....,r}. (2.12)

Observe que P(C; = k|0) representa a probabilidade de uma observagdo ocorrer na k-ésima
categoria, dado o vetor de pardmetros @ = (p,1 — ey, ), isto é, a probabilidade de um item ser
julgado k vezes como conforme. Porém, neste caso, os valores dos parametros p, e; € e, sao
desconhecidos e, portanto, necessitam ser estimados.

Vale ressaltar que, devido a necessidade de agrupamento dos dados, 0 MQQ torna-se menos
adequado em situagdes onde os dados sdo continuos, porém, pode fornecer resultados satisfato-
rios. Uma vez que dispomos de r classificacdes em cada item, onde o resultado é “conforme”
ou “ndo conforme”, € possivel realizar um agrupamento sem perda de informagdo e, portanto,
sendo razodvel empregar o minimo qui-quadrado. Na prdtica, as frequéncias observadas e seus

respectivos valores esperados sdo apresentados em uma tabela de frequéncias como segue na

Tabela 2.2.
Numero de conformes (k) Observados (Oy) Esperados (Ey)
0 O Ep
1 0 E,
r Or Er
Total n ng

Tabela 2.2: Tabela de frequéncias observadas e esperadas.

Em particular, seja xl% a funcdo qui-quadrado proposta por Pearson (1900), cuja ideia era
testar o ajuste de um modelo através da comparagdo de frequéncias observadas e esperadas,

definida por:

(2.13)

-

onde Oy € {0,1,2,...,n}, Z O, =neE; > 0. A estatistica xl% € uma medida de discrepancia
k=0

entre as frequéncias observadas e seus valores respectivos esperados. Assim, o método de
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estimagdo do minimo qui-quadrado torna-se intuitivo, em que o interesse € obter valores para
os pardmetros que minimizam a Equagdo (2.13). Ou seja, @ = (p,1 — é,6) seré estimador de
minimo qui-quadrado para 0 se

Xr‘. (Ok jEk)z < i (O —Ex)?

k=0 Ey =

para todo @, onde £ = nP(C; = k|8). De forma geral, temos:

%{Z =0, j=1,2,3.
J

(Ok—Ek)z} _d [ ", (O —nP(C; = k|6)))*
k=0 k=0

E; N 89]‘ l’lP(C,‘Ik’Qj)

Assim como no método de maxima verossimilhanga, a minimizagao da fun¢do qui-quadrado
requer a utilizacdo de algoritmos de otimizacdo para obter as estimativas dos parametros de
interesse. Para isso, consideramos o método BFGS. E importante notar que as frequéncias ob-
servadas sdo obtidas diretamente da amostra, enquanto que as frequéncias esperadas dependem
das estimativas de (p, ey, e2), que s@o obtidas a partir da amostra.

Apesar de a estatistica de Pearson ser frequentemente utilizada em diversas aplicacdes e
para objetivos diferentes na Estatistica, existem outras fun¢des qui-quadrado na literatura que
podem ser utilizadas para obter as estimativas dos parametros de interesse. Berkson (1980)

apresentou alguns exemplos de estatisticas qui-quadrado, como:

e %2 de Neyman: Neyman (1949) propds uma modificagio da funcio xl% € mostrou que as

estimativas de minimo qui-quadrado podem ser obtidas minimizando a fung¢ao:
) r
AN 2 Or (2.14)

Basicamente, a diferenca entre as estatisticas x> de Neyman e Pearson estd no denomi-
nador. O denominador da estatistica de Neyman depende apenas de valores observados,

0 que torna a minimizacdo mais fécil.

e x? logito: Berkson (1944) apresentou um estimador para um modelo de regressdo logfs-
tico dicotdmico, que ficou conhecido como estimador de minimo qui-quadrado logito de
Berkson e € obtido minimizando a fungdo xlz, dada por:

X =Y nprai(lgtpy —1gth)?, (2.15)
k=0
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onde n representa o nimero de observagodes, pr = | — g = Oy /n, P, = 1 — Q) = E;/n,

lgtpr = In(pr/qx), 1gtP. = In(Py/Qy). A Equagdo (2.15) pode ser reescrita como:

zf’ n_Ok) {ln (”—0]<0k>_ln (”lkakﬂ

Taylor et al. (1953) mostraram que o estimador resultante da minimizacao de (2.15) tem

distribui¢do assintoticamente normal, assim como a maxima verossimilhanga, quando o
nimero de observacdes tende ao infinito. Posteriormente, Berkson (1955) avaliou o erro
quadratico médio exato dos estimadores de minimo qui-quadrado e maxima verossimi-
lhanca, observando que o erro quadritico médio do estimador de MQQ foi menor em

todos os casos considerados.

o ? verossimilhanca: a estatistica X;ZL tem motivacdo na razdo de verossimilhanca para
comparar as frequéncias observadas e esperadas, sendo expressa como:

X/I—ZZOkln(gk) (2.16)

k

A minimizacdo de x% leva as mesmas estimativas obtidas pelo método de MV. Berkson
(1980) argumentou que, uma vez que o MV pode ser derivado como uma estimativa de
minimo qui-quadrado, o método do minimo qui-quadrado € o principio da estimacdo.

Fisher (1924) notou que )(/1 é assintoticamente equivalente 2 estatistica y> de Pearson.

e x? da informaciio discriminativa de Kullback: a informacio discriminativa de Kull-
back, x,z, ¢ baseada na divergéncia de Kullback-Leibler, Dgy (- || -), também conhecida
como entropia relativa, que foi introduzida por Kullback & Leibler (1951) como uma

medida de discrepancia entre Oy e Ey, e definida como:
x? =2 xDgr(E| O) ZZEkln Ex (2.17)
1 Ok *

Apesar da medida de Kullback e Leibler ser uma divergéncia, pode ser vista tam-
bém como uma informagdo perdida ao tentar aproximar as frequéncias observadas,
00,0,...,0,, pelas esperadas, Eg,Eq,...,E,. A ideia basica é buscar uma aproximagao
entre tais frequéncias de maneira que seja perdida pouca informacao, isto é equivalente a

minimizar a Equagdo (2.17).

Freitas, C. C. O. Quinino, R.C.



Capitulo 2- Fundamentacdo Tedrica 26

Além desta citadas por Berkson, na literatura, existem ainda outras funcdes 752 alternativas

que podem ser empregadas no procedimento de minimizagao do MQQ, como por exemplo:

e y? probito: a funcio qui-quadrado probito baseia-se na fungio de distribuicio acumulada

da normal para comparar as frequéncias observadas e esperadas. Seja xl% dada por:

1 B 2
xg = Z p—:qk {me_é[q) 1(Pk)]2:| [(I)—l(pk) . CI)_l (Pk)]Z’ (218)
k=0

onde py, g € P, sdo definidos como na fungdo xlz A funcdo & representa a funcdo
de distribui¢cdo acumulada da normal padrio e, sua inversa, & !, ¢ denominada fungado

probito cuja expressdo € definida como:
®'(p) =V2erf'(2p—1), 0<p<l,

onde erf~! (+) é o inverso da fungdo erro, que possui a seguinte forma:

X
2
erf(x) = ﬁ/e_tzdl‘.
0

e x’de Hellinger: a estatistica x7 é conhecida como 2 de Hellinger porque é definida em

funcao da distancia de Hellinger, sendo expressa como:
r
2
xii=4nY (/O /n—/Er)". (2.19)
k=0

e Divergéncia de Poténcia (P-D): a familia de estatisticas de divergéncia de poténcia (P-D,
do ingl€s power-divergence) foi proposta por Cressie & Read (1984) para avaliar quali-
dade de ajuste e é definida como:

p-D:;iok[(&)*_l] LeR. (2.20)
AA+1) =, Ey ’

Uma das vantagens da familia P-D € a flexibilidade que a equacdo definida em (2.20)
possui devido ao pardmetro de tunagem A. Por exemplo, quando A = 1, a Equacdo (2.20)
¢é equivalente a x% (Pearson); A — 0 equivale a x% (verossimilhanga); para A — —1, a
x,z (informacéo discriminativa de Kullback); e para A = —2, a estatistica x]%, (Neyman).
A funcio y? de Cressie e Read pode ser obtida fazendo A = 2/3, que resulta na seguinte

estatistica:

e iEol(®)
=22 0| = —1]. 2.21
ter=5 L 0| (g, (2.21)
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Embora nio exista nenhum critério para a escolha da melhor fungdo y2, a estatistica x% é
interessante, pois fornece estimativas que coincidem com as obtidas pelo método de maxima
verossimilhang¢a. Assim, ao minimizar x%, o MQQ produz estimativas de médxima verossi-
milhanga e, a0 minimizar qualquer outra fun¢do qui-quadrado, produz estimativas assintotica-
mente equivalentes. E importante citar que ndo ha uma demonstracio matematica de que existe
algum método de estimacdo que assegure que a estimativa obtida seja a melhor em todas as

circunstancias.
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2.5 Discussao sobre o Minimo Qui-Quadrado

O método de minimo qui-quadrado foi bastante discutido por Berkson, em 1980, no seu
artigo "Minimum Chi-Squared, not Maximum Likelihood!, sendo este, talvez, o principal texto
relacionado a este método. Berkson questiona a soberania da méxima verossimilhanca, defen-
dendo que o método MQQ pode ser superior e com erro quadratico médio menor. Além disso,
ele comenta que o estimador de minimo qui-quadrado possui as mesmas propriedades assintd-
ticas presentes no estimador de mdxima verossimilhanca. Porém, Berkson argumenta que os
resultados assintéticos nao sdo tudo. Para ele, “a Estatistica é uma ciéncia aplicada e que lida
com amostras finitas, onde os teoremas assintéticos estdo relacionados a limites que, por defi-
ni¢cdo, nunca sao atingidos”. Berkson cita que, em algumas situacdes, as estimativas de méxima
verossimilhan¢a podem ndo existir, enquanto que as de MQQ sempre existem.

Como esperado, o artigo de Berkson (1980) gerou uma discussdo que envolveu grandes
especialistas como Bradley Efron (Stanford University), J. K. Gosh (Indian Statistical Institute),
L. Le Cam (University of California, Berkeley), Johann Pfanzgal (University of Cologne) e
C. Radhakrishna Rao (Indian Statistical Institute). Essencialmente, os convidados tendem a
concordar com Berkson, exceto Rao. Efron ressalta que o minimo qui-quadrado € natural no
caso discreto, porém, pode apresentar problemas no caso continuo devido a necessidade de
agrupamentos impostos aos dados. Gosh argumenta que as estimativas de MQQ podem estar
bem adequadas para andlises de dados onde se conhece muito pouco sobre o fendmeno em
estudo. Le Cam cita que, hd algum tempo, as estimativas de MV nem sempre sdo as melhores.

No entanto, Rao defende a importancia das propriedades assintéticas, argumentando que as
declaragdes feitas por Berkson sdo “enganosas” e que ele enfatiza alguns principios inaceitaveis
em todas as situacdes, como por exemplo, a consisténcia e a minimizac¢do do erro quadratico
médio. Numa visao geral de aplicabilidade do método de médxima verossimilhancga, Rao cita
suas propriedades assintdticas em grandes amostras e superioridade em amostras pequenas pre-
sentes em varias situagdes, porém, nio exemplifica o que poderia ajudar em casos de amostras
“pequenas” ou finitas. Para Rao, um melhor titulo seria “Maximum Likelihood, sometimes
Minimum Chi-Square”.

Infelizmente, Berkson faleceu em 1982, o que impossibilitou a evolugdo dessa discussao.
Nos tltimos anos, pouco se discutiu sobre o método de estimacdo minimo qui-quadrado, prin-
cipalmente quando o foco € estimar quantidades desconhecidas. Porém, os comentdrios reali-

zados por Berkson permanecem estimulantes para alguns pesquisadores em problemas de es-
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timacg@o e motivou trabalhos na literatura a investigar o desempenho do minimo qui-quadrado,

como Harris & Kanji (1983), Kominek (2002), Barbiero (2017), por exemplo.
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Capitulo 3

Estudo de Simulacao

Neste capitulo, estdo apresentados a descri¢do do estudo de simulacdo Monte Carlo e os
resultados obtidos, a fim de investigar a performance do estimador de minimo qui-quadrado

considerando as funcdes y? alternativas apresentadas no Capitulo 2.

3.1 Descricao do Estudo de Simulacao Monte Carlo

Para comparar o desempenho do estimador minimo qui-quadrado (MQQ) com o de momen-
tos (MM), maioria simples (MS) e maxima verossimilhanca (MV), foi realizado um estudo de
simulacdo Monte Carlo. O estudo foi conduzido em 162 cendrios resultantes das combinacdes
dos niveis: ndmero de classificagdes repetidas r = (3,5,7), quantidade de itens n = (50, 100),
os pardmetros e; = (0.05,0.1,0.15), e, = (0.05,0.1,0.15) e p = (0.7,0.8,0.9). Os valores dos
parametros foram definidos a fim de representar problemas reais nos casos onde o tamanho da
amostra € relativamente pequeno (finito). Para cada cendrio, fixamos o nimero de corridas igual
a3 mil.

As Tabelas 1, 2 e 3, do Apéndice A, apresentam um resumo do valor médio, erro quadrético
médio (EQM) e desvio padrao (DP) das estimativas de p, e; e e; obtidas pelos estimadores
em cada cendrio. O erro quadritico médio das estimativas de p é obtido como E[(p — p)?] =
c?+b* onde 6’ eb=E [P] — p representam a varidncia e o viés de p, respectivamente. Este
valor pode ser estimado como sendo a média dos 3 mil valores simulados de (p — p)? no estudo
de simulacdo. Para os parametros e; e e, 0 EQM pode ser obtido de maneira similar. As

simulagdes foram realizadas no software R (R Core Team (2017)).
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3.2 Comparacio dos Estimadores via Simulacido Monte

Carlo

A principio, o desempenho dos estimadores de p, e] e e, obtidos pelos métodos MM, MS,
MV e MQQ foi investigado através de um resumo geral, isto €, considerando todos os cendrios e
avaliando os valores médios do desvio padrao (DP), viés e EQM. Para o método do minimo qui-
quadrado, foram consideradas as funcdes x? alternativas dadas no Capitulo 2, exceto a fungio
x%, uma vez que as estimativas geradas sao coincidentes com as de mdxima verossimilhanca.
Além disso, foi analisado o comportamento dos EQM’s dos estimadores quando o nimero de
classificagcOes repetidas foiigual a3,5e 7.

Os resultados corroboram o fato de que as estimativas obtidas pelos métodos dos momentos
coincidem com as de maxima verossimilhanca quando o ndmero de classificagdes repetidas €
igual a trés. Além disso, foi possivel notar que, ao minimizar qualquer funcio y? alternativa, os
estimadores de minimo qui-quadrado foram coincidentes com os de momentos e MV quando
r = 3. Os resultados obtidos pelo MQQ minimizando a fungio x? (informagio discriminativa
de Kullback) ndo estio apresentados, pois foram menos satisfatérios do que os demais métodos.

A Tabela 3.1 apresenta um resumo geral das estimativas de p, considerando todos os cena-
rios. O método da maioria simples apresentou menor valor médio do EQM e desvio padrdo den-
tre o demais métodos. No entanto, € possivel notar que a MS obteve maior valor médio do viés
em comparacao ao MQQ minimizando as fun¢des xé (Hellinger), 7612 (logito), x]%, (Neyman) e
ng (Cressie-Read). Minimizando as fungdes X12 e xéR, o estimador de minimo qui-quadrado
apresentou melhor performance em comparacdo ao MM, se comparados segundo os valores
médios do EQM e desvio padrdo. Observando o viés, as estimativas do minimo xlz apresen-
taram menor valor médio em relagdo aos métodos dos momentos, maioria simples € maxima
verossimilhanca. Diante disso, o estimador de minimo %12 ¢ uma boa alternativa para estimar a
taxa de conformidade (p), sendo ligeiramente superior ao método dos momentos e competitivo

em relacdo a maxima verossimilhancga.
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Métodos Funcio 2 DP Viés EQM
MM 0.05256 -0.00622 0.00314
MS 0.04668 -0.01251 0.00277
MV 0.05213 -0.00668 0.00311

Hellinger 0.05321 -0.01207 0.00334

logito 0.05246 -0.00581 0.00314

MQQ Neyman 0.05495 -0.01105 0.00355
Cressie-Read 0.05214 -0.00948 0.00313

Pearson 0.05319 -0.01466 0.00339

probito 0.05296 -0.01311 0.00333

Tabela 3.1: Valores médios do desvio padrdo, viés e EQM para p nos cendrios simulados.

Em relacdo ao parametro eq, todos os estimadores apresentaram valores médios do EQM

relativamente préximos, com uma vantagem para o estimador da maioria simples. Os resultados

estdo presentes na Tabela 3.2. Observando o EQM, os estimadores de minimo xﬁ, (Hellinger),

xlz (logito), xfz, (Pearson) e xg (probito) foram equivalentes ao método dos momentos. No
entanto, o estimador de minimo ng (Cressie-Read) foi ligeiramente superior ao de momentos

e competitivo com o de maxima verossimilhanga. E interessante observar que os valores médios

do viés foram menores para as estimativas de MQQ, exceto quando sdo minimizadas as funcoes

de logito e de Neyman.

Métodos Funcio 2 DP Viés EQM
MM 0.02177 -0.00319 0.00058
MS 0.01632 -0.00997 0.00052
MV 0.02111 -0.00352 0.00055

Hellinger 0.02175 -0.00257 0.00058

logito 0.02188 -0.00420 0.00058

MQQ Neyman 0.02226 -0.00445 0.00061
Cressie-Read 0.02131 -0.00213 0.00056

Pearson 0.02179 -0.00101 0.00058

probito 0.02191 -0.00194 0.00058

Tabela 3.2: Valores médios do DP, viés e EQM para e; nos cendrios simulados.
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Observando os resultados das estimativas de e,, apresentados na Tabela 3.3, € possivel no-
tar que o MQQ apresentou resultados mais interessantes em relag@o as estimativas de p e ej.
Minimizando a x? logito, o estimador de minimo qui-quadrado foi superior aos de momentos e
de méxima verossimilhanca, em relacio ao valor médio do EQM. Além disso, o valor médio do
viés foi menor para o estimador de minimo xlz, em relacdo aos métodos de MV e MS. As esti-
mativas de minimo ng apresentaram menores valores médios do DP e EQM, em comparacao

ao método dos momentos, porém com o valor médio do viés maior.

Métodos Funcio 2 DP Viés EQM
MM 0.05763 0.01006 0.00470
MS 0.03625 0.01277 0.00230
MV 0.05562 0.01105 0.00455

Hellinger 0.05963 0.02159 0.00529

logito 0.05521 0.01024 0.00449

MQQ Neyman 0.06328 0.01871 0.00576
Cressie-Read 0.05595 0.01595 0.00462

Pearson 0.05858 0.02496 0.00528

probito 0.05908 0.02420 0.00534

Tabela 3.3: Valores médios dos desvio padrdo, viés e EQM para e, nos cendrios simulados.

Para visualizar o desempenho dos estimadores de p, e; € e; segundo o erro quadratico médio
(EQM), a Figura 3.1 ilustra os valores médios obtido por cada método considerando todos os
cendrios. E possivel notar que, para cada pardmetro, o valor médio do EQM apresentou um
comportamento diferente. Para o parametro e, houve uma variacao maior do EQM médio entre
os estimadores, onde o estimador de minimo xlz obteve menor valor médio que os estimadores
de momentos e MV. No entanto, a variacdo do valor médio do EQM diminuiu para p e para ey,
todos os métodos foram bem proximos. Assim, os estimadores de minimo %12 para p, e € ey,
podem ser sugeridos como estimadores competitivos em relagdo aos de momentos € maxima

verossimilhanga, em relacdo ao valor médio do EQM.
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Figura 3.1: Valores médios dos EQM’s nos cendrios simulados.

A Figura 3.2 apresenta uma ilustracdo dos valores médios do desvio padrao das estimativas
de p, e; e e1. Claramente, € possivel observar que os estimadores obtidos pelo método da mai-
oria simples apresentaram menor DP médio em relacdo aos de MQQ, MV e de momentos. No
entanto, observe que os estimadores de MQQ minimizando as funcdes ¥ logito e de Cressie-
Read atingiram valores médios do desvio padrdo bem proximos aos obtidos pelo método dos
momentos € maxima verossimilhanca.

Apesar de obter valores médios do desvio padrdao e EQM menores, os estimadores da maio-
ria simples apresentaram maior viés em relacdo ao MM, MV e MQQ utilizando a fun¢ao logito.
De acordo com a Figura 3.3, é possivel observar que as estimativas de p e e; resultaram em
vieses médios negativos. O contrario foi observado para as estimativas de e, onde os vieses
médios foram relativamente maiores e positivos. Além disso, as estimativas de e; obtiveram um

viés pequeno, em geral, exceto para o MS.
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Figura 3.2: Valores médios dos desvios padrdes nos cendrios simulados.
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Figura 3.3: Valores médios dos vieses nos cendrios simulados.
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Através deste estudo comparativo, foi possivel observar que estimar o risco do consumidor
(e2) € uma tarefa mais dificil do que estimar o risco do produtor (e;) e a taxa de conformidade
(p). Tal problema em estimar o risco e, também foi notado por Danila et al. (2013). Em
Quinino et al. (2013), os autores também observaram que as estimativas obtidas pela maioria
simples apresentaram maior viés em comparagdo ao métodos dos momentos. Observando o
erro eq, os valores médios do viés das estimativas foram maiores para 0 MS em comparagao
a0 MQQ considerando todas as funcdes x> alternativas apresentadas. Em relaco i taxa de
conformidade p, o valor médio do viés absoluto foi menor para a MS em relacdo ao MQQ
minimizando as funcdes ¥ probito e Pearson.

No geral, os resultados das estimativas dos parametros (p, €2, e1) obtidas pelo minimo qui-
quadrado foram interessantes, pois mostram que o0 MQQ apresentou um desempenho bastante
competitivo em relacdo aos métodos mais tradicionais na literatura, como o de maxima ve-
rossimilhanca e dos momentos. Dentre as funcdes pertencentes a familia y? apresentadas no
Capitulo 2, a func¢do xlz apresentou melhores resultados. Minimizando a funcio x? logito, o
MQQ atingiu resultados superiores ao método dos momentos e competitivos em relagdo aos
de méxima verossimilhanga, se comparados segundo o EQM. Por outro lado, as fungdes %}21
(Hellinger), %1% (Pearson) e X}% (probito) apresentaram resultados piores.

Outra funcio x> que apresentou resultados notérios foi a estatistica de ng (Cressie-Read),
pertencente a familia de divergéncias de poténcia (P-D). A estatistica x(%R ¢ obtida através da
fun¢do P-D (2.20) fazendo o pardmetro de tunagem A igual a 2/3. Avaliando segundo o EQM,
as estimativas de p e e obtidas pelo minimo ng apresentaram valores médios ligeiramente
menores do que os estimadores de momentos.

As figuras 3.4, 3.5 e 3.6 apresentam os boxplots dos valores médios do EQM, desvio padrao
e viés obtidos nos 162 cendrios simulados, respectivamente. Nas figuras 3.4 e 3.5, é possivel
notar que os EQM’s e DP’s das estimativas de MM, MQQ e MV tém comportamentos equi-
valentes e assimétricos em torno do valor médio, indicado pelo simbolo “+”. Na Figura 3.6,
pode-se notar que o comportamento dos valores médios do viés foi bem assimétrico em torno
de zero. Além disso, as estimativas da MS apresentaram uma maior dispersdo do viés mé-
dio, em comparagdo aos demais métodos. Apenas os boxplots das estimativas de minimo xlz
e )((%R foram apresentados, pois apresentaram resultados mais interessantes e competitivos aos

métodos dos momentos, maioria simples e mdxima verossimilhanca.
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Figura 3.4: Boxplots dos EQM’s nos cendrios simulados.
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Figura 3.6: Boxplots dos vieses nos cendrios simulados.

A performance dos estimadores de minimo qui-quadrado também foi avaliada de acordo
com o numero de classificagdes repetidas (r) realizada em cada item. Os resultados apresenta-
dos nas tabelas 3.4, 3.5 e 3.6 revelam que todas as funcdes y? apresentaram resultados equiva-
lentes a0 método dos momentos e a maxima verossimilhanca quando r = 3. Fixando o ndmero
de classificagcOes repetidas iguais a 5 e 7, o estimador de minimo xéR foi superior ao método
dos momentos, segundo o valor médio do EQM. Quando r = 7, o estimador de minimo )(12 foi
ligeiramente superior a0 MM. A Figura 3.7 ilustra da distribui¢do dos EQM’s a medida que o
nimero de repeticdes aumenta através dos boxplots, onde € possivel notar que ha uma maior
dispersdo na distribuicdo dos EQM’s quando r = 3. Ainda, quando o nimero de classificagdes

repetidas aumenta, os valores do EQM tendem a diminuir.
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Figura 3.7: Boxplots dos valores médios do EQM estratificado pelo nimero de repeti¢oes.
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Capitulo 4
Exemplo de Aplicacao

Neste capitulo, pretendemos apresentar ao leitor como empregar o processo de inferéncia
discutido nesta dissertacdo, de forma efetiva, para avaliacdo do sistema de classificagdo dicoto-
mico. Os trabalhos de Quinino et al. (2013), de Morais et al. (2017a, 2017b) discutiram o
processo de inferéncia de p, e € ep, mas nao avaliaram a efetiva realizacao de testes de hipdte-
ses.

Suponha que uma empresa de azulejos deseja avaliar a eficiéncia de um sistema de medicao.
A caracteristica de qualidade observada pelo processo de inspecao € a cor do azulejo. Assim,
cada um dos azulejos amostrados sao classificados como “conforme” ou “ndo conforme”. A
empresa considera um sistema de classificagdo eficiente e apresenta e; < 0.05e e <0.1. Além
disso, espera-se que a taxa de conformidade dos azulejos seja superior a 80%. Entao, foi ex-
traida uma amostra de 150 azulejos, em que cada azulejo foi classificado 5 vezes pelo sistema

de classificacdo, de forma independente. Os resultados obtidos estdo descritos na Tabela 4.1.

Numero de conformes nas

Observados
classificagdes repetidas

0 13

1 19

2 8

3

4 28

5 75

Total 150

Tabela 4.1: Cinco classifica¢des repetidas de 150 azulejos.
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Efetivamente, estamos interessados em testar as seguintes hipdteses:

Hy:ey <0.05 Hy:ep <0.1 Hy:p>0.38
() , (1) : (1)
Hi:e; >0.05 Hi:e; >0.1 H :p<038
Primeiramente, é importante citar que todas as estimativas de minimo qui-quadrado atingi-
ram resultados satisfatérios, em relacdo as discrepancias entre as frequéncias observadas (Oy)
e esperadas (E;). A estatistica X12 obteve menor discrepancia em comparagdo as demais esta-

tisticas x2. A Tabela 4.2 apresenta as estimativas das frequéncias esperadas que minimizam a

estatistica X12

Numero de conformes nas

Observado (Oy) Esperado (Ey)
classificagdes repetidas (k)

0 13 13.7752

1 19 17.3564

2 8 9.0676

3 7 6.5541

4 28 28.7519

5 75 74.4948
Total 150 150.0000

Tabela 4.2: Inspecao de azulejos - Estimativas de minimo )(12 dos valores esperados.

A estimativa de minimo %12 da taxa de conformidade foi p = 0.7177, que foi abaixo do
valor esperado pela empresa. Para os erros de classificac@o (riscos do produtor e consumidor),
as estimativas foram é; = 0.0710 e é; = 0.2012, respectivamente, que estdo acima dos valores
apresentados pela empresa. Vale ressaltar que tais estimativas sdo os valores que minimizam a
estatistica xlz, cujo valor foi igual a 0.1683.

Para testar as hipéteses, empregamos a técnica de reamostragem bootstrap, proposta por
Efron (1979). Assim, considerando as estimativas de minimo Xlz para p, e € e, fixamos o
nimero de amostras boostrap (B) igual a 10000 e, em cada amostra, foram computadas as
estimativas bootstrap (p*, e}, €3). Assim, se desejamos testar as hipéteses Hy : p > 0.8 versus

Hj : p <0.8 com 95% de confianga, temos 0s seguintes passos:
1. considerar as estimativas p = 0.7177, é; = 0.0710, é; = 0.2012 obtidas pelo minimo xlz;

2. realizar o processo de reamostragem bootstrap supondo que Hj € verdadeira, ou seja,
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fixamos e; = é1, ep = é3 e p = 0.8, e obter a distribui¢do das estimativas bootstrap de p

sob a hipédtese nula;

3. encontrar o percentil 95%, pzko_%), da distribuicdo obtida em (2). Se p < p’(ko‘%), entao

rejeitamos Hy, caso contrério, ndo rejeitamos.

Com isso, a regido critica (RC) para p pode ser dada por:

RCy ={p < P(0,95)}a

onde P(p.95) Tepresenta o valor da estimativa bootstrap correspondente ao percentil 95%. Por-
tanto, rejeitamos Hy se p for menor ou igual a p o5, caso contrdrio, ndo rejeitamos. A mesma
ideia € utilizada para é; e é;. No entanto, para o teste (I), rejeitamos Hy se €; for maior que

- N . e )
€1,(0.95) & para o teste (II), se &, for maior que €3.(0.95)" Ou seja,

RCo, = {21 > €],10.95) 3

RCe, = {é2> €3,9.95)}-

Além disso, € possivel computar os P-valores para cada teste. Por exemplo, para o teste
(IIT), se desejamos rejeitar Hy quando p estiver na cauda inferior, o P-valor bootstrap, Popor (p),

pode ser dado por:

5 1 &
Pboot(p) = E Z,I(p;< <D),
Jj=1

onde /(+) denota a fung¢do indicadora, que assume 1 quando seu argumento € satisfeito e zero,
caso contrario. Observe que, Py, (p) representa a proporgio de estimativas P MENOrES que
p. Assim, com base nas estimativas destes P-valores, rejeitamos Hy se P( P)boor < &, onde  é
um nivel de significancia fixado. Como estamos interessados em testar as hipdteses com 95%
de confianga, temos que & = 5%. A mesma ideia € utilizada para os testes (I) e (II), porém,

desejamos rejeitar Hy quando é; e é; estiverem na cauda superior. Sendo assim, temos que:

. 1 &8 .
Pboot(e1> i Zl(e%fj > el)

Oc

~.

MO:

Pbooz 62 62 > e2
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A Tabela 4.3 apresenta os valores médios e erros padrdes das estimativas bootstrap p*, éj e
é5, bem como os percentis (0.05; 0.95) destas estimativas e os P-valores para os testes definidos

em (I), () e (III).

0* Média Erro Padrao (é(*o.os); 960.95)) P-valor
é) 0.0496 0.0110 (0.0324; 0.0683) 0.0338
é; 0.0999 0.0230 (0.0645; 0.1391) 3e-04

p* 0.8007 0.0351 (0.7422; 0.8578) 0.0104

Tabela 4.3: Valores médios, erros padrdes e percentis (0.05; 0.95) das estimativas MQQ boots-

trap de p, ej € e.

Com base nos percentis das estimativas bootstrap, apresentados na Tabela 4.3, podemos
concluir que hd evidéncias de que a taxa de conformidade dos azulejos ndo € superior a 80%,
uma vez que p = 0.7177 pertence a RC. Além disso, os resultados fornecem evidéncias de que
o risco do consumidor (e;) ndo € menor que 0.1, ou seja, a probabilidade de o sistema classificar
um azulejo ndo conforme como conforme nao € menor que 10%. Ainda, ha indicios de que o
risco do produtor (e1) ndo € menor que 0.05, isto €, a probabilidade de o sistema classificar um
azulejo conforme como nio conforme ndo é menor que 5%. Note que, os P-valores estimados
foram inferiores ao nivel de significancia 0.05, concordando com as decisdes baseadas nas
regiOes criticas. Nas figuras 4.1, 4.2 e 4.3, sdo ilustradas as RC’s (drea em vermelho no gréfico)
para os testes (I), (I) e (II), onde é possivel notar que as estimativas p, € e é; estdo contidas

em tais regides de rejeicao de Hy, ao nivel de significancia de 5%.
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Capitulo 5

Discussao e Conclusoes

Neste trabalho, foi realizado um estudo para avaliacdo dos sistemas de medi¢do bindria
(BMS) considerando padrao ouro indisponivel. Nesta situagdo, empregamos uma abordagem
usual que considera r classificacdes repetidas em cada item e um modelo de classe latente, este
sendo definido por uma mistura de duas distribuicdes binomiais. Assim, avaliar um BMS ¢é
equivalente a estimar os parametros deste modelo, p, e; € e, que caracterizam o sistema. No
contexto de controle de qualidade, p representa a propor¢ao de itens conformes no processo de
fabricacdo e e; e e, representam os erros de classificacdo na inspecdo realizada por um BMS.

Para realizar a estimagdo dos parametros do modelo de mistura, foi proposto o método de
minimo qui-quadrado (MQQ). Para isso, realizou-se um estudo de simulacao Monte Carlo a
fim de comparar o desempenho deste método com os da maioria simples (MS), méxima veros-
similhanca (MV) e de momentos (MM). Estes dois tltimos sdo amplamente mencionados na
literatura quando se trata de estimacdo, o que motivou a realizacdo de um estudo comparativo
dos estimadores de minimo qui-quadrado, que sdo pouco discutidos em estudos de estimacao.

O estudo foi conduzido sob 162 cenarios diferentes com a finalidade de cobrir situa¢des da
pratica em que dispomos de uma amostra relativamente pequena/finita. No geral, o MQQ apre-
sentou um desempenho notdvel e competitivo com os métodos de maxima verossimilhanca e de
momentos, em relagdo aos valores médios do EQM. Considerando as alternativas apresentadas
no Capitulo 2, os estimadores de minimo %12 (logito) e x%R (Cressie-Read) apresentaram desem-
penhos interessantes, sendo superiores a0 MM e competitivo em relacdo ao MV. Além disso,
quando r = 3, as estimativas de minimo y? foram equivalentes as de MV e MM. No entanto, os

resultados da maioria simples foram superiores aos demais estimadores, se comparados pelos
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valores médios do EQM e desvio padrio, porém, com um viés maior.

Realizamos, ainda, uma aplica¢do do estimador minimo 9512 para ilustrar o uso do MQQ na
pratica. O objetivo era avaliar a efici€éncia de um sistema de medicdo bindrio através de testes
de hipdteses para os parametros p, e € e,. Para isso, utilizamos a abordagem de reamostragem
bootstrap. Assim, com base nas estimativas bootstrap, obtivemos as regides criticas e os P-
valores correspondentes aos testes.

Como alternativa a0 método do minimo qui-quadrado, uma sugestdo € o estimador de mi-
nima divergéncia (MD), que emprega a mesma ideia utilizada no MQQ, porém, com objetivo
de minimizar uma determinada medida de divergéncia para obter as estimativas de interesse. Na
literatura, existem algumas medidas alternativas, como a distancia de Bhattacharyya, Jeffreys
e Jansen-Shannon, por exemplo. Em uma breve simulacio, foi possivel observar que algumas
divergéncias apresentaram comportamento semelhante ao MQQ, como a distancia de Batha-
charyya, por exemplo, que € superior ao do método dos momentos. Diante disso, realizar um
estudo rigoroso sobre as propriedades do estimador MD, bem como avaliar seu desempenho,
pode ser promissor.

Neste trabalho, o problema de avaliacio de um BMS foi conduzido sob a suposicdo de que
0s erros e; € e sao os mesmos para cada item. Isto €, dado que os itens i € j sdo conformes
(X; = Xj = 1), a probabilidade de o sistema classificd-los como ndo conforme ¢ a mesma, para
i # j=1,...,n. Na prética, tal situacdo pode ndo ser razoavel. No exemplo dos azulejos,
suponha que a empresa estd interessada em inspecionar os azulejos a fim de detectar rachaduras
superficiais. Para isso, podemos considerar um liquido-penetrante e, entdo, aplicar em cada um
dos 150 azulejos. Assim, cada objeto € inspecionado sob luz ultravioleta e falha ou passa se uma
falha € visivel ou ndo. Porém, um determinado azulejo pode ser mais dificil de classificar do que
outro e, portanto, os erros podem ndo ser os mesmos. Sendo assim, uma sugestao € realizar um
estudo para investigar a performance dos estimadores de minimo qui-quadrado considerando

que os erros variam entre os itens.
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Apéndice A - Tabelas
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oo calling packages -----—-—-—-—------
library(tidyverse) # data manipulation
library(foreach) # parallel simulation

library(purrr) # data manipulation

library(wesanderson) # color pallete

library(xtable) # latex tables
library(extrafont) # import fonts
library(reshape?2) # data manipulation - melt()
library(xtable) # LaTex table
S

rbms <- function (n = 150, r = 3, theta = NULL){
p <- thetal[1l]
e2 <- thetal[2]

el <- thetal3]

x <- cbind(rbinom(n, 1, p))
cl <- sum(x == 1)

c0 <- sum(x == 0)

y <- rbind(matrix(rbinom(cl*r, 1, 1-el), cil, 1),

matrix(rbinom(cO*r, 1, e2), c0, r))

colnames(y) <- paste("y", 1l:r, sep = "")

return (data = y)
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# Simple majority

ms <- function (data = NULL, npass = NULL, r = NULL){
if ('is.null(npass) & is.null(r)) stop(’r not specified!’)

if (is.null(data) & is.null(npass)) stop(’no dataset or number of pass specified!’)

if (is.null(data)){
n <- length(npass)
ci <- npass

}

else {

n <- nrow(data)

r <- ncol(data)

ci <- rowSums(data)

}

Fi <- NULL

for (i in 1:n){

k <- cil[i]

if(k > r/2) Fi[i] <- 1

if(k < r/2) Fi[i] <- 0

if(k == r/2) Fi[i] <- sample(c(0, 1), 1)
}

est <- c(p = mean(Fi),

e2

sum((1-Fi)*ci) / (n*r - r*sum(Fi)),

el sum(Fi*x(r-ci)) / (r*sum(Fi)))

p.pass <- sapply(ci, function (w) est[’p’l*dbinom(w, r, 1 - est[’el’]) +

(1 - est[’p’])*dbinom(w, r, est[’e2’]))

return (list(pass.rate = data.frame(ci, pass.rate = p.pass),

Freitas, C. C. O. Quinino, R.C.



B - Codigos 77

est = est))

mv <- function (data = NULL, npass = NULL, r = NULL, theta.init = NULL){
if (!is.null(npass) & is.null(r)) stop(’r not specified!’)
if (is.null(data) & is.null(unpass)) stop(’no dataset or number of pass specified!’)

if (is.null(theta.init)) stop(’No initial values for the parameters!’)

if (is.null(data)){
n <- length(npass)
ci <- npass

}

else {

n <- nrow(data)

r <- ncol(data)

ci <- rowSums(data)

}

loglik <- function (theta){

p <- thetal[1]

e2 <- thetal2]

el <- thetal3]

sum(log((1 - p)*e2~ci*(1 - e2)~(r - ci) + pxel~(r - ci)*(1 - el)~ci))
}

emv <- optim(theta.init, fn = loglik,
method = "L-BFGS-B",
lower = ¢(0.5, 0.01, 0.01),
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upper = ¢(0.99, 0.5, 0.5),
control = list(maxit = 1000, fnscale = -1))

est <- c(p = emv$par[1], e2 = emv$par[2], el = emv$par([3])

#genetic algorithms
# library(GA)

# GA <- ga(type = ’real-valued’,

# fitness = loglik, suggestions = theta.init,
# min = ¢(0.5, 0.01, 0.01), max = c(0.99, 0.5, 0.5))
# emv <- summary(GA) [c(’fitness’, ’solution’)]

# names(emv) [1] <- ’value’

# est <- c(p = emv$solution[1], e2 = emv$solution[2], el = emv$solution[3])

p.pass <- sapply(ci, function (w) est[’p’]l*dbinom(w, r, 1 - est[’el’]) +

(1 - est[’p’])*dbinom(w, r, est[’e2’]))

return (list(pass.rate = data.frame(ci, pass.rate = p.pass),
est = est,

like_Value = emv$value))

mqq <- function (data = NULL, r = NULL, npass = NULL, theta.init = NULL,
tab.freq = NULL,

chi = c("pearson", "neyman", "kullback", "likelihood",

"logit", "probit", "pd", "hellinger",

"jeffreys", "JS", "bhattacharyya"), lambda.pd = NULL){

if (chi == "pd" & is.null(lambda.pd)) stop("Lambda not specified in PD family!")
p p p p y

if (!is.null(c(npass, tab.freq)) & is.null(r)) stop(’r not specified!’)
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if (is.null(data) & is.null(npass) & is.null(tab.freq))

stop(’no dataset, number of pass specified or observed frequences!’)

if (is.null(theta.init)) stop(’No initial values for the parameters!’)

# data is number of pass (C_i)
if ('is.null(npass)){
n <- length(npass)

ci <- npass

freq <- data.frame(obs = table(ci))

colnames (freq) <- c¢(’ci’, ’0Obs’)
0 <- freq$0bs
}

# data is only inspection
if (!is.null(data)){

n <- nrow(data)

r <- ncol(data)

ci <- rowSums(data)

freq <- data.frame(obs = table(ci))

colnames(freq) <- c¢(’ci’, ’0bs’)
0 <- freq$0bs
}

# data is frequency observed

if ('is.null(tab.freq)){

n <- sum(tab.freq[2])

freq <- as.data.frame(tab.freq)
colnames (freq) <- c¢(’ci’, ’0Obs’)
0 <- freql, 2]

}

mgq_op <- function (par){
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p <- par[1]
e2 <- par[2]
el <- par[3]

E <- sapply(as.numeric(as.character(freql, 11)),

function (x) pxdbinom(x, r, 1 - el) + (1 - p)*dbinom(x, r, €2))*n

if (chi == "pearson"){
chisq <- sum((0 - E)~2/E)
}

if (chi == "neyman"){
chisq <- sum((0 - E)~2/0)
}

if (chi == "kullback"){
chisq <- sum(E*log(E/0))
}

if (chi == "likelihood"){
chisq <- 2*sum(0*1log(0/E))
}

if (chi == "logit"){

p_k <- 0/n

P_k <- E/n

chisq <- sum(n*p_k*(1 - p_k)*(log(p_k/(1 - p_k)) - log(P_k) + log(l - P_k)))
}

if (chi == "probit"){
p_k <- 0/n
qg_k <- 1 - p_k
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P_k <- E/n

erfinv <- function (x) gnorm((1 + x)/2)/sqrt(2)

invnorm <- function (p) sqrt(2)*erfinv(2*p - 1)

chisq <- sum( (n/(p_k*q_k)) * ((1/(sqrt(2*pi))) * exp(-0.5%(invnorm(p_k)~2)))~2 *
(invnorm(p_k) - invnorm(P_k))~2 )

+

if (chi == "pd"){
chisq <- (2/(lambda.pd*(lambda.pd + 1)))*sum(0*( (0/E)~lambda.pd - 1 ))
}

if (chi == "hellinger"){
chisq <- 4*nxsum((sqrt(0/n) - sqrt(E/n))"2)
}

if (chi == "jeffreys"){
chisq <- 2*sum(Exlog(E/0)) + 2*sum(0*log(0/E))
}

if (chi == "JS"){

m <- 0.5%E + 0.5x*0

chisq <- 0.5%(2*sum(Exlog(E/m))) + 0.5%(2*xsum(0*log(0/m)))
}

if (chi == "bhattacharyya"){

chisq <- -log(sum(sqrt(E*0)))
}

return (-chisq)

}

mchi <- optim(theta.init, fn = mqq_op, method = "L-BFGS-B",
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lower = ¢(0.5, 0.01, 0.01), upper = c(0.99, 0.5, 0.5),

control = list(maxit = 1000, fnscale = -1))

est <- c(p = mchi$par[1], e2 = mchi$par[2], el = mchi$par[3])

genetic algorithms

library(GA)

GA <- ga(type = ’real-valued’,

fitness = mqq_op, suggestions = theta.init,

min = c(0.5, 0.01, 0.01), max = c(0.99, 0.5, 0.5))

mchi <- summary(GA) [c(’fitness’, ’solution’)]

names(mchi) [1] <- ’value’

= H H O #H #H H B #H

est <- c(p = mchi$solution[1], e2 = mchi$solution[2], el = mchi$solution[3])

k <- as.numeric(as.character(freql[, 1]))
E <- sapply(k, function (x) est[’p’]l*dbinom(x, r, 1 - est[’el’]) +

(1 - est[’p’])*dbinom(x, r, est[’e2’]))*n

freq <- cbind(freq, E)

colnames(freq) <- c("Conforms", "Observed", "Expected")

p.pass <- sapply(k, function (w) est[’p’]l*dbinom(w, r, 1 - est[’el’]) +
(1 - est[’p’])*dbinom(w, r, est[’e2’]))

names (p.pass) <- paste(k)

return (list(table.freq = data.frame(freq, p.pass),
est = est,

sumchisq = mchi$value))
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# method of moments

mm <- function (data = NULL, r = NULL, npass = NULL){

options(warn = -1)

if (is.null(data)){
n <- length(npass)
ci <- npass

}

else {

n <- nrow(data)

r <- ncol(data)

ci <- rowSums (data)

}

V1 <- sum(ci)/(r*n)

V2 <- sum(cix(ci - 1) )/(r*(r - 1)*n)

V3 <- sum(ci*(ci - 1)*(ci - 2) )/(rx(r - 1)*(r - 2)*n)
A <= (V3 - V1xV2)/(V2 - V1~2)

€2 <- 0.5%A - 0.5*%sqrt(A~2 - 4xAxV1 + 4xV2)
el <- 0.5%A + 0.5*%sqrt(A~2 - 4xAxV1 + 4xV2)
p <- (V1 - e2)/(el - e2)

est <- c(p = p, €2 =¢e2, el =1 - el)

p.pass <- sapply(ci, function (w) est[’p’]l*dbinom(w, r, 1 - est[’el’]) +

(1 - est[’p’])*dbinom(w, r, est[’e2’]))

return(list(pass.rate = data.frame(ci, p.pass),

est = est))
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# fit_methods function

# confg: configuration to be simulated

fit_methods <- function(scenario){

TRUE -> error

chi2 <- c("pearson", "neyman", "kullback", 'likelihood",

"logit", "probit", "pd", "hellinger")

while (any(error)) {
samp <- rbms(n = scenario$n,
r = scenario$r,

theta = c(scenario$p, scenario$e2, scenario$el))

MS <- ms(data = samp)$est

errorl <- is.nan(MS)

MM <- mm(data = samp)$est
error2 <- any(c(MM < 0, MM > 1, is.nan(MM)))

MV <- try(mv(data = samp, theta.init = as.numeric(MM))$est, silent = TRUE)

error3 <- inherits(MV, "try-error")

MQQ <- try(sapply(chi2, FUN = function(x) mqq(data = samp,
theta.init = as.numeric(MM),
chi = x,

lambda.pd = 2/3)$est), silent = TRUE)
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error4 <- inherits(MQQ, ’try-error’)

error <- c(errorl, error2, error3, errord)

3

vec_return <- c(MM = MM, MQQ, MS = MS, MV = MV)

names (vec_return) [4:30] <- pasteO(’MQQ_’, rep(chi2, each = 3),

c(C’.p’, ’.e27, ’.el?))

return(vec_return)

3

convert_method <- function (out, methods = NULL) {

meth <- vector("list", length(methods))
names (meth) <- methods

for (i in seq_along(methods)) {

out %>%

map(as_data_frame) %>%

bind_rows(.id = "Scenario") %>%
select (one_of (c(pasteO(methods[i], c(’.p’, ’.e2’, ’.el’)), "Scenario™))) %>%
set_names(c("est_p", "est_e2", "est_el", "Scenario")) -> meth[[i]]

}

meth %>%
bind_rows(.id = "Methods") %>%

mutate(Scenario = as.integer(Scenario))
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nlc <- parallel::detectCores() # Checking core number available

cl <- parallel::makeCluster(nlc)

doSNOW: :registerDoSNOW(cl)

source ("Separate Functions.R")

confg <- expand.grid(el = ¢(0.05, 0.1, 0.15),

e2 = ¢c(0.05, 0.1, 0.15),

p =c(0.7, 0.8, 0.9),

c(50, 100),

=]
I

c(3, 5, 7))

H
Il

confg <- confgl[, 5:1]
runs <- 200

output <- vector("list", nrow(confg))

options(warn = -1)
inicio <- Sys.time()

for (j in 1:nrow(confg)){

foreach(i = 1:runs, .combine = rbind) %dopar’ {

fit_methods(confglj, 1)
} -> output[[j]1]

print (j)

}

Sys.time() - inicio

names_methods <- c("MM", paste0("MQQ_", c("pearson"

”pI’Obit“ , "10git” , npdn , HETH , "hellinger" ,

, "kullback", 'neyman",

Freitas, C. C. O.

Quinino, R.C.



B - Codigos 87

"modlike", "jeffreys", "JS", "bhattacharyya")),
HMSH’ ”MV")

convert_method(out = output, methods = names_methods) %>%
mutate(r = confgl[Scenario, "r"],
n = confgl[Scenario, "n"],

sim_p = confgl[Scenario, "p"],

sim_e2 = confg[Scenario, "e2"],

sim_el = confg[Scenario, "el"]) -> all_results

saveRDS(all_results, "Results.rds'")

saveRDS (output, "output.RData")

# loading functions and packages

source ("Separate Functions.R")

# importing and loading fonts
#font_import ("C:/Windows/Fonts/")

loadfonts(device = "win")

# Reading the results
Results <- read_rds("Results.rds")
names (Results) [c(2:4, 8:10)] <- c(’est_p’, ’est_e2’, ’est_el’,

’sim_p’, ’sim_e2’, ’sim_el’)

sk ok ok sk ok ok skOok ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok sk sk ok sk ok ok sk ok ok ok sk ok ok sk ok ok ok

# Summary tables: - mean values p, el, e2;

# - mean absolute bias;

Freitas, C. C. O. Quinino, R.C.



B - Codigos 88

# - sd mean;
# - MSE mean;

ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok 3k ok ok ok ok ok ok ok >k koK ok sk ok ok %k

tab_app <- function(x, method, theta) {

x %>% filter (Methods %in% method) %>%

group_by(Methods, r, n, sim_p, sim_e2, sim_el) %>%

mutate(bias_p = mean(est_p) - sim_p,

bias_e2 = mean(est_e2) - sim_e2,

bias_el = mean(est_el) - sim_el,

eqm_p = (est_p - sim_p)~2,

eqm_e2 = (est_e2 - sim_e2)"2,

equ_el = (est_el - sim_el)~2) %>%

summarise(mean_p = mean(est_p), mean_e2 = mean(est_e2), mean_el = mean(est_el),
sd_p = sd(est_p), sd_e2 = sd(est_e2), sd_el = sd(est_el),

bias_p = mean(bias_p), bias_e2 = mean(bias_e2), bias_el = mean(bias_el),

eqm_p = mean(eqm_p), eqm_e2 = mean(eqm_e2), eqm_el = mean(eqm_el)

) H>h

select(‘Methods‘:‘sim_el‘, pasteO(c("mean_", "sd_", "bias_", "eqm_"), theta)) %>%

ungroup() -> tabout

return(tabout)

}

cbind (tab_app (Results, "MM", "p™) [, -c(1, 91,
tab_app(Results, "MS", "p")[, -c(1:6, 9)],
tab_app(Results, "MV", "p")[, -c(1:6, 9)],
tab_app(Results, "MQQ_logit", "el™) [, -c(1:6, 9)1) %%
xtable(digits = c(rep(0, 3), rep(2, 3), rep(4, 12))) %>%

print (include.rownames = FALSE)
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# Tables for: Mean values for MSE, SD and Absolute Bias

1 S

names_methods <- c("MM", pasteO("MQQ_", c("pearson", "kullback", '"neyman",

"probit", "logit", "pd", "hellinger",
"jeffreys", "JS", "bhattacharyya")[1:7]),
"MS", IIMVII)

# Names in plot
names_methods2 <- c("MM", "Hellinger", "Logito", "Neyman",

"Cressie-Read", '"Pearson", "Probito", "MS", "MV")

# Summary of p, el and e2

tab_app(Results, names_methods[-3], "p") %>%
group_by (Methods) %>%

summarise(mean_sd_p = mean(sd_p),
mean_bias_p = mean(bias_p),

mean_eqm_p = mean(eqm_p)) -> tab_p

tab_app(Results, names_methods[-3], "e2") %>%
group_by (Methods) %>%

summarise(mean_sd_e2 = mean(sd_e2),
mean_bias_e2 = mean(bias_e2),

mean_eqm_e2 = mean(eqm_e2)) -> tab_e2

tab_app(Results, names_methods[-3], "el") %>%
group_by (Methods) %>%

summarise(mean_sd_el = mean(sd_el),
mean_bias_el = mean(bias_el),

mean_eqm_el = mean(eqm_el)) -> tab_el
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tab_pl[,1] = tab_el[,1] = tab_e2[,1] <- names_methods2

print(xtable(tab_e2, digits = 5))

Fok Kok ok ok Kok Kok K ok oK ok KoK oK oK K oK KK KoK KKK KK K K K

# Lineplot - General Summary

ok ok ok ok ok ok 5k ok 5k >k ok ok 5k >k 5k >k 5k >k ok >k >k %k >k >k 5k >k >k >k >k %k >k %k >k %k >k %

all_theta <- pasteO(c(rep("p", 4), rep("e2", 4), rep("el", 4)))

theta_labels <- c(sd_p = bquote(plc]l), sd_e2 = bquote(e2), sd_el = bquote(el))

# Theme plot definition

theme_caio <- function(size = 15){

theme_bw(base_size = size) +

theme (legend.position = "top", text = element_text(family = "Book Antiqua"),
axis.text.x = element_text(angle = 45, hjust = 1, family = "Book Antiqua"),

legend.key.width = unit(3, "line"))

tab_app(Results, names_methods[-3], all_theta) %>%

select (Methods, contains("sd")) %>%

melt () %>%

mutate(variable = factor(variable, levels = c("sd_p", "sd_el", "sd_e2"),
labels = c("p", "el1l", "e[2]")),

Methods = factor(Methods, levels = sort(names_methods[-3]),

labels = names_methods2)) %>%

group_by (Methods, variable) %>%

summarise (mean_sd = mean(value)) %>%

ggplot(aes(x = Methods, y = mean_sd, group = variable, shape = variable,
linetype = variable)) +

geom_point(size = 2.5) + geom_line(size = 0.8) +
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labs(x = "Métodos", y = "Desvio Padrdo") +

scale_y_continuous (breaks = seq(0, 0.08, 0.01)) +

scale_shape_manual (values = 15:17, labels = c(bquote(p), bquote(e[1l]),
bquote(e[2])), name = "Parlmetros:") +

scale_linetype_discrete(labels = c(bquote(p), bquote(e[1]), bquote(e[2])),
name = "Pardmetros:") +

theme_caio(size = 15)

tab_app(Results, names_methods[-3], all_theta) %>%
select (Methods, contains("bias")) %>%
melt () %>%
mutate(variable = factor(variable, levels =
c("bias_p", "bias_el", "bias_e2"), labels = c("p", "e[1]", "e[21™)),
Methods = factor(Methods, levels = sort(names_methods[-3]),
labels = names_methods2)) %>%
group_by (Methods, variable) %>%
summarise (mean_bias = mean(value)) %>%
ggplot(aes(x = Methods, y = mean_bias, group = variable,
shape = variable, linetype = variable)) +
geom_point(size = 2.5) + geom_line(size = 0.8) +
geom_hline(yintercept = 0, linetype = 2) +
labs(x = "Métodos", y = "Viés") +
scale_y_continuous (breaks = seq(-0.025, 0.025, 0.005)) +
scale_shape_discrete(labels = c(bquote(p), bquote(e[1]), bquote(e[2])),
name = "Pardmetros:") +
scale_linetype_discrete(labels = c(bquote(p), bquote(e[1]), bquote(e[2])),
name = "Pardmetros:") +

theme_caio(size = 15)
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tab_app(Results, names_methods[-3], all_theta) %>%

select (Methods, contains("eqm")) %>%

melt () %>%

mutate(variable = factor(variable, levels = c("eqm_p", "eqm_el", "eqm_e2"),

labels - C(“p”, “e[l]”, ”6[2]”)),

Methods = factor(Methods, levels = sort(names_methods[-3]),

labels = names_methods2)) %>Y%

group_by (Methods, variable) %>%

summarise (mean_eqm = mean(value)) %>%

ggplot(aes(x = Methods, y = mean_eqm, group = variable, shape = variable,
linetype = variable)) +

geom_point (size = 2.5) + geom_line(size = 0.8) +

labs(x = "Métodos", y = "EQM") +

scale_y_continuous(breaks = seq(0, 0.006, 0.0005)) +
scale_shape_discrete(labels = c(bquote(p), bquote(e[1]), bquote(e[2])),
name = "Parimetros:") +

scale_linetype_discrete(labels = c(bquote(p), bquote(e[1l]), bquote(e[2])),
name = "Pardmetros:") +

theme_caio(size = 15)

ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok 5k ok ok K ok ok %k ok ok ok ok >k k %k

# Boxplots (all scenarios)

ok ok ok sk ok ok sk ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk sk ok sk ok ok ok ok ok

tab_app(Results, names_methods[c(1, 6:7, 9:10)], all_theta) %>%

select (Methods, contains("sd")) %>% melt() %>%
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group_by (Methods, variable) %>%

mutate (mean = mean(value)) %>%

ungroup() %>%

mutate(variable = factor(variable, levels = c("sd_p", "sd_e2", "sd_el"),

labels = c("p", "el[2]", "el[11™)),

Methods = factor(Methods, levels = sort(names_methods[-3]),

labels

names_methods2)) %>%
ggplot (aes(x = Methods, y = value)) +
geom_boxplot(alpha = 0.7, fill = "white") + coord_flip() +

geom_point (aes(y = mean), shape = "+", size = 3, colour = ’red’) +
facet_wrap(“variable, scales = "free_x", labeller = label_parsed) +
labs(x = "Métodos", y = "Desvio Padrdo") +

theme_bw(base_size = 15) +
guides(fill = "none") +
theme (legend.position = "right", text = element_text(family = "Book Antiqua'),

panel.spacing = unit(2, "lines"))

tab_app(Results, names_methods[c(1l, 6:7, 9:10)], all_theta) %>%

select (Methods, contains("bias")) %>% melt() %>%

group_by(Methods, variable) %>’

mutate (mean = mean(value)) %>%

ungroup() %>%

mutate(variable = factor(variable, levels = c("bias_p", "bias_e2", "bias_el"),
labels = c("p", "el[2]", "e[1]1")),

Methods

factor (Methods, levels = sort(names_methods[-3]),

labels = names_methods2)) %>%

ggplot (aes(x = Methods, y = value)) +
geom_boxplot(alpha = 0.7, fill = "white") + coord_flip() +

geom_point (aes(y = mean), shape = "+", size = 3, colour = ’red’) +
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facet_wrap(“variable, scales = "free_x", labeller = label_parsed) +
labs(x = "Métodos", y = "Viés") +
theme_bw(base_size = 15) +

guides(fill = "none") +

geom_hline(yintercept = 0, linetype = 2) +
theme (legend.position = "right", text = element_text(family = "Book Antiqua'"),

panel.spacing = unit(2, "lines"))

tab_app(Results, names_methods[c(1l, 6:7, 9:10)1, all_theta) %>%

select (Methods, contains('"eqm")) %>% melt() %>%

group_by (Methods, variable) %>%

mutate (mean = mean(value)) %>

ungroup() %>%

mutate(variable = factor(variable, levels = c("eqm_p", "eqm_e2", "eqm_el"),

1abels = C(“p”, lle[2:| II’ lle[-l] II)),

Methods = factor(Methods, levels = sort(names_methods[-3]),

labels = names_methods?2)) %>%

ggplot(aes(x = Methods, y = value)) +

geom_boxplot(alpha = 0.7, fill = "white") + coord_flip() +

geom_point (aes(y = mean), shape = "+", size = 3, colour = ’red’) +
facet_wrap(“variable, scales = "free_x", labeller = label_parsed) +

labs(x = "Métodos", y = "EQM") +

theme_bw(base_size = 15) +

guides(fill = "none") +

theme (legend.position = "right", text = element_text(family = "Book Antiqua'"),

panel.spacing = unit(2, "lines"))

ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok 5k sk ok ok ok ok ok ok %k

# Summary by r (repetitions)
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ok ok ok sk ok ok sk ok sk ok sk ok sk ok ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok

sumbyr <- function(measure = ’eqm’) {
tab_app(Results, names_methods, all_theta) %>%
select (Methods, r, contains(measure)) %>%

melt (c("Methods", "r")) %»>%

group_by(Methods, r, variable) ¥%>%
summarise(value = mean(value))

}

sumbyr (’eqm’) %>%

arrange(r) %>%

spread (Methods, value) %>%

select(r:MM, MS, MV, contains(’MQQ_’), -MQQ_kullback) %>%

mutate(variable = factor(variable, levels = levels(variable),
labels = c(’$p$’>, ’%e_2%’, ’$e_1$7))) W>h

xtable(digits = c(rep(0, 3), rep(5, 10))) %>%

print (include.row = FALSE)

sumbyr (°sd’) %>%

arrange (r) %>%

spread (Methods, value) %>%

select(r:MM, MS, MV, contains(’MQQ_’), -MQQ_kullback) %>%

mutate(variable = factor(variable, levels = levels(variable),
labels = c(’$p$’>, ’$e_2%’, ’$e_1$7))) ">k

xtable(digits = c(rep(0,3), rep(5,10))) %>%

print (include.row = FALSE)

sumbyr (*bias’) %>%
arrange(r) %>%
spread (Methods, value) %>%

select(r:MM, MS, MV, contains(’MQQ_’), -MQQ_kullback) %>%
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mutate(variable = factor(variable, levels = levels(variable),
labels = c(’$p$’, ’%e_28%°, ’%e_1$°))) %>%
xtable(digits = c(rep(0,3), rep(5,10))) %>%

print (include.row = FALSE)

tab_app(Results, names_methods[c(1l, 6:7, 10:11)], all_theta) %>%

select (Methods, r, contains("eqm")) %>% melt(c("Methods", "r")) %>%

group_by(Methods, r, variable) %>/

mutate (mean = mean(value)) %>%

ungroup() %>%

mutate(variable = factor(variable, levels = c("egm_p", "eqm_e2", "eqm_el"),
labels = c("p", "el[2]", "e[11™)),

r = factor(xr)) %%

ggplot(aes(x = Methods, y = value, fill = r, group = interaction(r, Methods) )) +

geom_boxplot(alpha = 0.8) + theme_bw(base_size = 15) +

facet_grid(variable™., scales = "free_y", labeller = label_parsed) +

scale_fill_grey(start = 0.3, end = 0.9, name = "r:") +

theme (legend.position = "right", text = element_text(family = "Book Antiqua'),
axis.text.x = element_text(angle = 60, hjust = 1, family = "Book Antiqua"),
strip.text.y = element_text(angle = 0)) +

scale_x_discrete(labels = names_methods2[c(l, 4, 6, 9:10)]) +

labs(x = "Métodos", y = "EQM")

# output: 9 x 10 dimension size
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tab_app(Results, names_methods[c(1, 6:7, 10:11)]1, all_theta) %>%

select (Methods, r, contains("sd")) %>% melt(c("Methods", "r")) %>%

group_by(Methods, r, variable) ¥%>%
mutate (mean = mean(value)) %>%

ungroup() %>%

mutate(variable = factor(variable, levels = c("sd_p", "sd_e2", "sd_el"),

1abels = C(”p”, lle[2] Il, llel:l] Il)),

r = factor(r)) %>

ggplot(aes(x = Methods, y = value, fill = r, group
geom_boxplot(alpha = 0.7, fill = '"grey") +

facet_grid(variable™., scales = "free_y", labeller

scale_fill_grey(start

theme (legend.position = "right", text
axis.text.x = element_text(angle = 60, hjust =

strip.text.y = element_text(angle = 0)) +

0.3, end = 0.9, name

= interaction(r, Methods) )) +
bw(base_size = 16) +

= label_parsed) +

"I'I") +
element_text(family = "Book Antiqua"),

1, family = "Book Antiqua"),

scale_x_discrete(labels = names_methods2[c(1, 4, 6, 9:10)]) +

labs(x = "Métodos", y = "Desvio Padré&o")
S

# Bias

B

tab_app(Results, names_methods[c(1, 6:7, 10:11)], all_theta) %>%

select (Methods, r, contains("bias")) %>% melt(c("Methods", "r")) %>%

group_by(Methods, r, variable) %>%
mutate (mean = mean(value)) %>%

ungroup() %>%

mutate(variable = factor(variable, levels = c("bias_p", "bias_e2", "bias_el"),

labels = c("p", "el[2]", "e[11™)),

r = factor(r)) %>V

ggplot(aes(x = Methods, y = value, fill = r, group = interaction(r, Methods) )) +
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geom_boxplot(alpha = 0.7, fill = "grey") + theme_bw(base_size = 16) +

facet_grid(variable™., scales = "free_y", labeller = label_parsed) +

scale_fill_grey(start = 0.3, end = 0.9, name = "r:") +

theme (legend.position = "right", text = element_text(family = "Comic Sans MS"),
axis.text.x = element_text(angle = 60, hjust = 1, family = "Comic Sans MS"),
strip.text.y = element_text(angle = 0)) +

scale_x_discrete(labels = names_methods2[c(1, 4, 6, 9:10)]) +

labs(x = "Métodos", y = "Viés") +

geom_hline(yintercept = 0, linetype = 2)

# Tiles example

#  (Exemplo de Aplicagdo - Dados de azulejos)

source (’Separate Functions.R’)

df <- data_frame(conforms = factor(0:5),

observed = c(13, 19, 8, 7, 28, 75))

n <- colSums(df[2])

r <- 5

# method of moments

mm_theta <- mm(npass = c(rep(0, 13),

rep(1l, 19),
rep(2, 8),
rep(3, 7),
rep(4, 28),

rep(5, 75)), r = 5)§est
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est_mqq <- mqq(tab.freq = df, r = 5,

theta.init = as.numeric(mm_theta), chi = ’logit’)

est_mqq$table.freq %>
xtable(digits = c(0, 0, 0, 4, 4)) %%

print (include.rownames = FALSE)

. S
# Boostrap

o o __
B <- 10000

theta_est <- est_mqq$est

p_boot = el_boot = e2_boot <- NULL

for(b in 1:B) {

data_boot_t1l <- rbms(n 150, r = 5, theta = c(theta_est[1], theta_est[2], 0.05))

el_boot[b] <- mgq(data = data_boot_tl, theta.init =

as.numeric(mm(data_boot_t1)$est), chi = ’logit’)$est[’el’]

data_boot_t2 <- rbms(n = 150, r = 5, theta = c(theta_est[1], 0.1, theta_est[3]))

e2_boot[b] <- mgq(data = data_boot_t2, theta.init =

as.numeric(mm(data_boot_t2)$est), chi = ’logit’)$est[’e2’]

data_boot_t3 <- rbms(n = 150, r = 5, theta = c(0.8, theta_est[2], theta_est[3]))
p_boot[b] <- mgqq(data = data_boot_t3, theta.init =

as.numeric(mm(data_boot_t2)$est), chi = ’logit’)$est[’p’]

theta_boot <- data_frame(el = el_boot, €2 = e2_boot, p = p_boot)

#saveRDS (theta_boot, ’theta_boot.RDS’)
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theta_boot <- readRDS(’theta_boot.RDS?)

theta_boot %>%

melt() %>%

group_by(variable) %>%

mutate(value = sort(value),

sq = (value - mean(value))~2) %>
summarise(lower = nth(value, 0.05%B),
upper = nth(value, 0.95%B),

mean_boot = mean(value),

ep_boot = sqrt(sum(sq)/(B-1))) -> ic_boot

pvalue_p <- length(theta_boot$p[theta_boot$p <= est_mqq$est[1]])/B
pvalue_el <- length(theta_boot$el[theta_boot$el > est_mqq$est[3]])/B

pvalue_e2 <- length(theta_boot$e2[theta_boot$e2 > est_mqq$est[2]1])/B

xtable(ic_boot, digits = c(0, 0, rep(4, 4))) %>%

FALSE)

print (include.rownames

# plot for p_boot

dens <- density(theta_boot$p)

dd <- with(dens, data.frame(x, y))

ggplot() +

geom_density(data = theta_boot,

aes(x = p),

alpha = .2, colour = ’blue’, fill = ’blue’) +

theme_bw(base_size = 15) -> density_plot

density_plot
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dpb <- ggplot_build(density_plot)

x1 <- min(which(dpb$datal[1]]1$x >= .25))
x2 <- max(which(dpb$datal[1]1$x <= ic_boot$lower[3]))

density_plot +

geom_area(data=data.frame(x=dpb$datal[1]]$x[x1:x2],

y=dpb$datal[1]1]18$y[x1:x2]),

aes(x=x, y=y), colour = ’red’, fill = "red", alpha = 0.5, linetype = "dashed") +
geom_vline(data = theta_boot,

aes (xintercept = est_mqq$est[1]),

colour = "blue", linetype = "dashed", size = 1) +

geom_text(aes(x = 0.7, y = 9, label = ’hat(p)==0.7177’), parse = TRUE) +

geom_text(aes(x = 0.69, y = 1, label = ’RC[hat(p)]: p~"*" <= 0.7422’), parse = TRUE

scale_x_continuous (name = expression(p~’*’)) +

scale_y_continuous (name ’Densidade’)

# plot for el_boot

dens <- density(theta_boot$el)

dd <- with(dens, data.frame(x, y))

ggplot() +
geom_density(data = theta_boot,

aes(x = el),

alpha .2, colour = ’blue’, fill = ’blue’) +

theme_bw(base_size = 15) -> density_plot

density_plot

dpb <- ggplot_build(density_plot)
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x1 <- min(which(dpb$datal[1]1$x > ic_boot$upper[1]))
x2 <- max(which(dpb$datal[1]1]1$x <= 0.95))

density_plot +

geom_area(data=data.frame (x=dpb$datal[1]]1$x[x1:x2],

y=dpb$datal[[1]11$y[x1:x2]),

aes(x=x, y=y), colour = ’red’, fill = "red", alpha = 0.5, linetype = "dashed") +
geom_vline(data = theta_boot,

aes(xintercept = est_mqq$est[3]),

colour = "blue", linetype = "dashed", size = 1) +

geom_text(aes(x = 0.078, y = 30, label = ’hat(e)[1]==0.0710’), parse = TRUE) +

geom_text(aes(x = 0.085, y = 5, label = ’RC[hat(e)[1]]: e[1]~"*" > 0.06837),

parse = TRUE) +

scale_x_continuous(name = expression(e[1]~’*’)) +

scale_y_continuous (name ’Densidade’)

# plot for e2_boot

dens <- density(theta_boot$e2)

dd <- with(dens, data.frame(x, y))

ggplot() +
geom_density(data = theta_boot,
aes(x = e2),

alpha = .2, colour = ’blue’, fill = ’blue’) +

theme_bw(base_size = 15) -> density_plot
density_plot

dpb <- ggplot_build(density_plot)

x1 <- min(which(dpb$datal[1]1$x > ic_boot$upper[2]))
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x2 <- max(which(dpb$datal[1]1]1$x <= 0.95))

density_plot +

geom_area(data=data.frame(x = dpb$datal[[1]1]1$x[x1:x2],

y = dpb$datal[1]]1$y[x1:x2]),

aes(x = x, y = y), colour = ’red’, fill = "red", alpha = 0.5, linetype = '"dashed")
geom_vline(data = theta_boot,

aes(xintercept = est_mqq$est[2]),

colour = "blue", linetype = "dashed", size = 1) +

geom_text(aes(x = 0.185, y = 12.5, label = ’hat(e)[2]==0.2012’), parse = TRUE) +
geom_text(aes(x = 0.18, y = 2, label = ’RC[hat(e)[2]]: e[2]~"*" > 0.1391°),

parse = TRUE) +

scale_x_continuous(name = expression(e[2]~’*’)) +

scale_y_continuous(name = ’Densidade’)
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