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Resumo

Um dos principais problemas relacionados ao modelo evolutivo de Bak-Sneppen é
calcular a distribuicao limite das aptidoes no regime estacionario, quando o tamanho
do sistema tende ao infinito. Simulagoes em [2], [13] e [10] sugerem que a distribuicao
marginal unidimensional limite é uniforme em (p., 1), para algum p. ~ 0.667.

O artigo Crritical Thresholds and the Limit Distribution in the Bak-Sneppen Model [23]
apresenta uma série de resultados relevantes quanto a esta conjectura. Nosso objetivo
serd entao estudar principalmente este artigo, detalhando suas demonstracoes da melhor
forma possivel.

Definiremos trés limiares criticos relacionados as caracteristicas de uma avalanche.
Provaremos que se esses limiares criticos forem idénticos e iguais a algum p. (apenas foi
provado que dois deles sao idénticos), entao a distribuicao limite é o produto de distri-
buigoes uniformes em (p,, 1) e, além disso, p. < 0,75. Nossas provas serdo baseadas em

uma representacao grafica auto-similar das avalanches.

Palavras-chave: Bak-Sneppen, evolucao, sistema de particulas em interacao, criticalidade

auto organizada, acoplamento, distribui¢ao estaciondria, transicao de fase.



Abstract

One of the key problems related to the Bak-Sneppen evolution model is to compute
the limit distribution of the fitnesses in the stationary regime, as the size of the system
tends to infinity. Simulations in [2], [13] and [10] suggest that the one-dimensional limit
marginal distribution is uniform on (p,, 1), for some p. ~ 0.667.

The article Critical Thresholds and the Limit Distribution in the Bak-Sneppen Model
[23] presents a series of relevant results to this conjecture. Our objective will then be
study this article, detailing its demonstration in the best possible way.

We will define three critical thresholds related to avalanche characteristics. We prove
that if these critical thresholds are the same and equal to some p, (it has only been pro-
ved that two of them are the same) then the limit distribution is the product of uniform
distributions on (p., 1), and moreover p. < 0.75. Our proofs are based on a self-similar

graphical representation of the avalanches.

Keywords: Bak-Sneppen, evolution, interacting particle system, self-organised criticality,

coupling, stationary distribution, phase transition.
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Capitulo 1

Introducao

O modelo Bak-Sneppen foi introduzido em [3], como um simples modelo evolutivo, e tem
recebido bastante atencao na literatura. Em 2004, um motor de busca da Internet encon-
trava cerca de 900 resultados com palavra-chave Bak-Sneppen. Atualmente, o nimero
de resultados encontrados é aproximadamente de 18 mil.

Considere um sistema com N espécies, as quais sao representadas por N vértices,

igualmente espacgados, em um circulo.

Figura 1.1: Espécies estruturadas em um grafo circular.

Para cada espécie é atribuida uma aptidao, um nimero entre 0 e 1. Podemos pensar
que, quanto maior a aptidao, maior a chance de sobrevivéncia da espécie. A dinamica de

evolucao ¢ modelada da seguinte maneira:

1. A cada passo discreto de tempo, encontramos o vértice m com a aptidao minima e

o apagamos (a espécie menos apta morre).

2. Esta espécie é entao substituida por uma nova, com um nova aptidao independente

e uniformemente distribuidas em [0, 1] (uma nova espécie surge).



3. Repetimos este procedimento infinitas vezes.

Até agora, a falta de interacao entre as espécies, nesta dinamica, nao resulta em
um processo interessante. De fato, se apenas substituirmos as espécies com a menor
aptidao, o sistema ira convergir para uma configuracao com todas as aptidoes iguais a
1. Para termos um modelo mais interessante, vamos estabelecer, na dinamica acima,
uma interacao entre as espécies. Como antes, considere um sistema com N espécies,
igualmente espacgadas, em um circulo. A nova dinamica de evolucao é modelada da

seguinte maneira:

1. A cada passo discreto de tempo, encontramos o vértice m com a aptidao minima e

apagamos ele e seus 2 vizinhos (m — 1 e m + 1).

2. Estas espécies sao entao substituidas por novas, com novas aptidoes independentes

e uniformemente distribuidas em [0, 1].

3. Repetimos este procedimento infinitas vezes.

A interacao foi introduzida quando, além do vértice com menor aptiddo, substituimos
os seus dois vizinhos por novas espécies. Essa interacao representa a co-evolucao entre
espécies relacionadas. De um ponto de vista matematico, a interacao entre os vizinhos
torna o modelo atraente e altamente nao-trivial. Daqui em diante, os nossos estudos
sao todos referentes ao modelo com esta tultima dinamica apresentada, o modelo Bak-
Sneppen.

Como a dinamica de evolugao é bem simples, o modelo é facilmente executado em
um computador. Simulagoes realizadas em [13] e [10], sugerem, para N suficientemente
grande, o comportamento a seguir: quando N — oo as distribui¢coes marginais unidi-
mensionais das aptidoes aparentam ser uniformes (p., 1); onde p. é um (limiar) valor

numérico préximo a 2 (veja [10]). Veja a figura abaixo:
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Figura 1.2: Uma configuracao das aptidoes do modelo Bak-Sneppen na estacionariedade.

Como as aptidoes dos vértices sao varidveis aleatdrias com valores no intervalo [0, 1],
podemos projetar nosso modelo no plano A(N) x [0, 1], onde A(N) := {0,..., N — 1}.

Veja a figura abaixo:

1

k—3 k—2 k—1 k kE+1 k+2 k+3

Figura 1.3: Configuracao Uniforme das aptidoes.

Para manter a estrutura circular do modelo basta pensar que, o vértice mais a es-

querda é vizinho do vértice mais a direita (e vice-versa), ou seja, 0 e N — 1 sdo vizinhos.
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Observagao 1.1. No decorrer do tezto iremos somar e subtrair os indices de A(N) como
inteiros, identificando-os em mddulo N. Por exemplo, as vezes denotaremos o vértice
N — 1 como o vértice —1. Para simplificar as expressoes, omitiremos (mod N) nas

operagoes algébricas em A(N) contanto que nao cause confusao.

Entretanto, por razoes que se tornarao claras posteriormente, é mais conveniente
as aptidoes assumirem valores no intervalo [0, 00| e entdo atualizd-las de acordo com a
distribuicao exponencial com parametro 1. Podemos entao projetar o modelo no plano

A(N) x Ry de forma anéloga a feita anteriormente.

E—3 k-2 k—1 k E+1 k+2 k+3
Figura 1.4: Configuracao Exponencial dos aptidoes.

Nessa nova configuragao exponencial, que denotaremos por BS-processo daqui em

diante, o limiar b corresponde ao limiar q(b) =1 —e™®

na configuracao uniforme origi-
nal. Podemos entao reformular a conjectura para esta nova configuracao exponencial da

seguinte maneira.

Conjectura 1.2. Quando N — oo as distribuicoes marginais unidimensionais esta-
ciondrias das aptidoes aparentam ser exponencialmente distribuidas acima de b.; onde b,

¢ um (limiar) valor numérico prézimo de 1.0996 ~ ¢~*(3) .
Nessa dissertacdo, estudaremos o artigo [23] que apresenta uma série de resultados

relevantes quanto a esta conjectura. Apesar do foco dos nossos estudos sobre o modelo



ser estritamente tedrico, iremos citar como aplicacoes a modelagem de processos macro-
economicos ([7] e [29]) e a modelagem da evolucao das populagoes de bactérias, que pode
ser encontrada em [6], [16], [8]. Para evitar dificuldades matematicas, algumas versoes
simplificadas do modelo também foram propostas, por exemplo, a versao de campo médio
do modelo ([24], [5], [19]), versbes discretas ([4], [22], [14]) e uma versdo local é descrita
em [28]. Destacamos também que a distribui¢ao estacionéria para o modelo Bak-Sneppen

original foi calculada para N =4 e N =5 em [26], [27] respectivamente, assim como em

[1].



Capitulo 2

Preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar alguns conceitos basicos que serao necessarios para
um entendimento mais profundo do texto. O leitor mais familiarizado com o contetdo
pode omitir a leitura deste capitulo e regressar a ele quando achar necessario. Aqui,
iremos apenas enunciar os resultados, uma vez que sao bastantes conhecidos na litera-
tura. Entao, para aqueles que desejam compreender as demonstracoes dos topicos deste

capitulo, recomenda-se a leitura da bibliografia indicada.

2.1 Analise Real

Nesta secao iremos apresentar alguns conceitos de andlise real que serao importantes
para o entendimento do restante do texto. Vamos supor que todas as fungoes desta secao

estao definidas em R, := [0, 00) e todas as distribuigoes estao concentradas em R, .

Definicao 2.1. Seja g uma funcgao localmente limitada e F uma distribuicao. Definimos

a convolugao de F' e g como a func¢ao

t
Fxg(t) = / g(t —x)F(dzx) para t>0.
0
Agora apresentaremos algumas propriedades da convolucao.

Propriedade 2.2. F'xg > 0.



Propriedade 2.3. F x g ¢ localmente limitada; de fato

sup |[Feg(s)] < ((sup [g(s)] ) (1),
0<s<t 0<s<t

Para verificar isto basta definirmos sup |g(s)| := ||g||, que é finito para todo ¢ pela
0<s<t

hipStese de ¢ ser localmente limitada. Entao para qualquer s < ¢,

|F % g(s) ‘/ s — ) d:v /|gs—x|Fdx) <

s t
< M/FW)SHw/ﬂm::wMW<w
0 0
Propriedade 2.4. Se g é limitada e continua, entao F' * g é conlinua.

Veja que, F'x g(t) = E[g(t — Y7)] onde Y] tem distribuigao F. Entao se t, — t, temos
que g(t, —Yy) — g(t — Y1) q.c., por continuidade, e como ¢ é limitada, pelo Teorema
da Convergéncia Dominada E[g(t, — Y1)] = F % g(t,,) — F * g(t) = E[g(t — Y1)], quando

t, — t. Para facilitar a escrita, definiremos:

F(2) = To.00) (@),
F*(z) .= F(x),
FOtbs(g) .= ™ x F(x)  (paran > 1).

Veja que F%* atua como uma identidade, isto é, F** x g = g.
Propriedade 2.5. (Associatividade) F x (F x g) = (F * F) x g = F?* %
Propriedade 2.6. (Comutatividade) Fy x Fy = Fy % F}.

Temos

F o« F(t) = /Oth(t—x)Fl(dx) = /Ot(/ot_zB(dy))Fl(dw) =

{(z,y)€R? : z+y<t}

_ /;(/Ot_yFl(dx))F?(dy) - /tFl(t—y)Fg(dy) 0]

0

Propriedade 2.7. (Distributividade) (Fy * (Fy + F3))(\) = ((Fy x Fy) + (Fy % F3))()\).

7



Temos

(F1x (Fo+ F3))(t) = /Ot(FQ(t—x)+F3(t—x))F1(dx) =

= /o Fy(t — x)Fy(dx) —1—/0 F3(t —x)Fi(dx) = ((F1*Fy)+ (F1 * Fy)).

Propriedade 2.8. Sejam X, e X5 independentes, com X; tendo distribuicao F;, 1 = 1,2.
Entao X1 + Xo tem distribuicao Fy x Fs.

Temos

PX1+ X, <t] = P[(Xy, Xo) €{(z,y) R : x4y <t} =

/ / Fy(dy)Fi(de) = F s Fy).
{(z,y)ERi:x+y§t}

Ou seja, a convolucao de duas distribuicoes corresponde a distribuicao da soma de
duas variaveis independentes. Por inducao, podemos demonstrar que se Xy, ..., X,, sao
i.i.d. com distribuicao comum F', entao X; + ... + X,, tem distribuicao F™*.

Sejam Fi e Fy distribuicoes com densidades f; e fy respectivamente, entao Fy *x Fy é

uma distribuicao com densidade

fixfo = /f1t— ) f2(y /fzt— )f1(y)dy

Exemplo 2.9. Se X tem densidade exponencial f com parametro o de tal modo que

F(dz) = ae™ 1y o (2)dz. Entao F?*(dz) = a*zre “*dz, pois

/Ot ft—2) f()de = /0 e vy

Por recorréncia temos que

—Qax

e

F™*(dz) = afax)"? ]

de, n>1,z>0.

Apesar de ser muito 1util, a convolucao é uma operacao muitas vezes dificil. Para
facilitar essa tarefa apresentaremos a seguir a transformada de Laplace e algumas das

suas propriedades.

Definicao 2.10. Suponha que X € uma varidvel aleatoria nao negativa com distribuicao

F. A transformada de Laplace de X ou F ¢ a fungao definida em R, por

A

PO = Ele=Y] = /O T e p(dn), A 0.

8



Note que, como e ** < 1, temos que ]3’(/\) < 00, VA >D0.

Exemplo 2.11. Se X tem densidade exponencial com parametro o de tal modo que

F(dz) = ae™* 1 o (z)dx, entdo

F(\) = a/ e My = a/ e~ AT — a )
» 0 0 (a+A)

A seguir algumas propriedades tteis da transformada de Laplace.
Propriedade 2.12. Distribuicoes distintas tem transformadas de Laplace distintas.

Isso pode ser demonstrado usando o Teorema de Lerch (ver [17]). A propriedade acima
diz que uma distribuicao é unicamente determinada conhecendo-se sua transformada de

Laplace.

Propriedade 2.13. Suponha que X1, X5 sao independentes e que X; tem distribuicao
F;,o=1,2. Entao
(Fy *x F5)(A) = Fi(N) Fa(N).

Temos
(Fy % Fy)(\) = Be MX1+X2) — oM -AXa] MIPRIncia g aXipo-2Xe — Fy (X) Fy(N).
Da mesma forma, para qualquer n > 0, se F' é uma distribuicao, entao
(F™)(\) = (V)™

Portanto, a transformada de Laplace converte uma operacao bastante complexa de con-

volugao em uma simples operacao de multiplicacao.

Propriedade 2.14. (Fdrmulas Convenientes)

/OOO e F(2)dy = @ /OOO e (1 — Fa))de = L) gy

A segunda férmula segue diretamente da primeira, a qual é obtida simplesmente por

uma inversao na ordem de integracao

/Oooe’\”’F(x)dx _ /Oooem( /jF(du))dw _



= /000 (/uoo e’”da:)F(du) = /OOO e MNTF(du) = @

Agora podemos estender esses conceitos para distribuicoes e medidas U em R, . Seja
U(x) ndo decrescente em R, mas possivelmente U(oo) := liTmU(:v) > 1. Se existe a > 0,
oo
tal que
oo
/ e U(dx) < oo, para \ > a,
0

entao a transformada de Laplace de U sera
U\ = / e MU (dr) < oo, > a.
0

Se tal a nao existe, dizemos que a transformada de Laplace ¢é indefinida. As proprie-
dades anteriores sao diretamente estendidas para esse novo contexto. Por exemplo, a
transformada de Laplace de U, se existe, determina U unicamente.

A razao para determinarmos as transformadas de Laplace dessas fungoes U é que,
como veremos nas proximas segoes, frequentemente utilizamos a funcao de renovacao
U(t), que serd definida posteriormente, e é conveniente sermos capazes de tomar a trans-
formada de Laplace desta funcao.

Por fim, terminaremos essa secao apresentando a definicao de diretamente Riemann
integravel.  Suponha que a funcao z satisfaga z(t) > 0, para t > 0, e z(t) = 0, para
t < 0. Seja

Vi) = sup /(1) N\ f(t) = inf £(2)

tcA
teA teA

a notagao para o supremo e o infimo de uma funcao real f definida no dominio A. Sejam,

paran > 1,

ma(h) =\ 2s) . m,()= N\ 2

(n—1)h<s<nh (n—1)h<s<nh
a(h) = 3 W) . ah) = 3 hm,(h)
k:kh<a k:kh<a

Note que, o(h) é nao-decrescente quando h | 0, e @(h) é nao-crescente quando h | 0.

Dizemos que z é R-integravel em [0, a] se

h—0

a(h) —a(h) 2% 0o

10



e, nesse caso, definimos

/Oaz(s)ds = lima(h).

hl0
Um fato importante é que z é R-integravel em [0, a] se, e somente se, z é limitada e
continua em quase todo ponto. Entao, dizemos que z é R-integrével em [0, a], para todo

. a .
a>0,se lim [ z(s)ds existe. Nesse caso,
a— o0

lim [ 2(s)ds — /Oooz(s)ds.

a— 00 0

Agora, seja m(h) e m(h) como definidas anteriormente. Vamos alterar g(h) e 7(h)

para
a(h) = Y _hm,(h) e o(h) = Y hm,(h).

Entao z ¢ diretamente Riemann integravel (dRi) se G(h) < oo para todo h e

lm 7(h) — o (h) = 0.

Observe que, se g(h) = 0o, ndo temos como encontrar b’ < h tal que 7(h') < oo.

Observacao 2.15. Se z tem suporte compacto entao z ser R-integrdvel é o mesmo que

z ser dRi.

2.2 Probabilidade e Processos Estocasticos

2.2.1 Probabilidade Basica

Nesta secao iremos apresentar alguns conceitos de teoria da probabilidade que serao

importantes para o entendimento do restante do texto.

Definigao 2.16. Seja X um varidvel aleatoria com distribuicao F. A fungao de dis-

tribuicao direita de X ¢
P(X >z) = F¢ = 1-F.
Definicao 2.17. Seja A C Q um evento e X uma varidvel aleatoria qualquer. Defina
E[X: A] = /AXdP _ /QX.]l{X € AYdP. (2.2)

11



Proposicao 2.18. Sejam os eventos A; disjuntos tal que | JA; = 2, entdo
E[X] = Z(E[X;Ai]). (2.3)
Definigao 2.19. Seja A C Q um evento e X uma varidvel aleatoria qualquer, entao a

esperanca condicional de X dado A €

E[X; A]

EIX14) =

(2.4)

Um Processo de Ramificacao é um modelo simples para modelar o crescimento de
uma populacao ao longo do tempo. Suponha que cada individuo gera um numero de
descendentes independentemente dos outros individuos, mas com a mesma distribuicao.

Denotamos a distribuicao de descendentes por
pi = Plindividuo gera i descendentes].

Seja Z, o numero de individuos na n-ésima geragao (por convencao Zy = 1). Entao Z,

satisfaz a relagao de recorréncia

Zn—1

Zn = Zl Xn,i>

onde (X, ;)ni>1 ¢ um vetor de varidveis aleatérias i.i.d.. Seja X uma distribuicao de
modo que X,,; ~ X Vn,t¢ > 0. Nesse caso, X é chamada de distribui¢ao de descendentes
do Processo de Ramificacao.

Denotaremos a probabilidade de extingao do Processo de Ramificagao por
n = P[an: Z, =0].

Entao o resultado principal na transicao de fase para Processos de Ramificagao é o

seguinte teorema, o qual pode ter sua demonstragao encontrada em [12].

Teorema 2.20. Para um Processo de Ramificagao com distribuicao de descendentes i.i.d.

X. Seja n a probabilidade de extingao. Temos que
1. Se E[X] < 1, entdon = 1.
2. Se E[X]| > 1, entdon < 1.
3. SeE[X]=1eP(X =1) <1, entaon=1.

12



2.2.2 Processos de Renovacao

Seja {Y,,n > 0} uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes que assumem
apenas valores nao negativos. Além disso, suponha que a sequéncia {Y,,,n > 1} é iden-

ticamente distribuida com uma distribuigdo comum F'(x). Assumimos sempre que

ou, equivalentemente, para cada n > 1,
PlY, <0/ =0, P[Y,=0]<1.

Para n > 0, defina

A sequéncia {S,,n > 0} é chamada de sequéncia de renovagao. As quantidades S, sdo
geralmente consideradas como tempos de ocorréncia de algum fenémeno e sao chamados
tempos de renovagao ou chegadas. O processo é chamado atrasado se P[Yy > 0] > 0; caso
contrario, é puro, e assim Sy = 0 = Y, de modo que para um processo de renovacao puro
o tempo zero é considerado um tempo de renovacao. F' é chamada de distribuicao entre
chegadas. Se I é adequada, isto é, F'(co) = 1, ent@o o processo é chamado adequado. Se
F ¢é defeituosa, isto é, F'(0o) < 1, entao {5, } ¢é transiente, e havera uma renovagao final.

Focaremos nesta se¢ao nas propriedades da varidvel aleatéria N(t), onde N(t) é a

fungao de contagem do nimero de renovagdes no intervalo de tempo [0, ¢], ou seja,

N(t) = Y Tog(Sn)-

Chamaremos E[N(t)] de fungao de renovagao, a qual desempenha um papel fun-
damental na andlise assintética do processo. Note que se Sy = 0, entao t = 0 é contado

como um tempo de renovagao, e nesse caso a fungao de renovagao é

E[N ()] = E[Z IL[O,ﬂ(Sn)} =3 PS, <] =Y F() = U®).

Por outro lado, no caso atrasado, se Sy = Y; tem distribui¢ao (de atraso) G, entdo a

fungao de renovagao é

E[N(t)] = ip[sn <] = i G F V() = GxU(t) = V(b
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As seguintes relagoes entre {S,} e {N(¢)} serao uteis:

[N(t) <n]=1[S,>t], n>0, (2.5)
Snw-1 <t < Snwy, em [N(t)>1], (2.6)
[N(t) =n]=[S-1<t<S,], n>L (2.7)

Sejam Z uma funcao desconhecida, z uma fungao conhecida e F' uma distribuicao em R

com F(oco) = lim F(x) < co. Todas as fungoes estao definidas em R, e é conveniente
T—00

definir z(t) = Z(t) = F(t) = 0 para t < 0. Entao a equagao de renovagao é a equagao

de convolucao da forma
t
Z=z4+FxZ, ou Z) :z(t)+/ Z(t —y)F(dy). (2.8)
0

Se F(00) = 1 entao chamamos a equacao de renovagao de prépria. Vamos analisar agora

a solucao de uma equacao de renovacao.

Teorema 2.21. Suponha que z(t) = 0 para t < 0, z localmente limitado e F(0) < 1.
Entao

1. Uma solugao localmente limitada da equacao de renovagao é
t
Uss(t) = / =t — u)U(du).
0

2. Nao existe outra solugdo localmente limitada em (—oo, 0).

A demonstracao do teorema acima pode ser encontrada no Apéndice A. A seguir
vamos voltar nossa atencao para os tempos de recorréncia progressivo e retroativo.

Considere uma sequéncia de renovagao {S,,n > 0} com S,, — S,,_1 =Y, paran > 1.
Seja B(t) o tempo de recorréncia progressivo, que é o tempo que falta até a préxima
renovacao, e seja A(t) o tempo de recorréncia retroativo, que é o tempo que passou

desde a ultima renovacao, i.e.,
B(t) == Snw) — t; A(t) ==t — Syw-1, parat > S.
Veja a figura abaixo:
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Figura 2.1: Tempos de recorréncia progressivo e retroativo.

O gréfico da fungao A(t) sdo segmentos de retas crescentes, entre os saltos, com
inclinagao de 45°. Para a funcdo B(t) o gréfico sdo segmentos de retas decrescentes,

entre os saltos, com inclinacao de —45°. Para ficar mais claro veja a figura abaixo:

A(t) B(t)

e

Sh S S3 St S S

T T T

Figura 2.2: Gréficos de A(t) e B(t).

Os dois principais resultados na Teoria dos Processos de Renovacao sao o Teorema
de Blackwell e o que é conhecido como o Teorema Chave da Renovagao, originalmente

formulado por Walter Smith.

Teorema 2.22. Suponha que a distribui¢ao entre chegadas F € adequada e F(0) < 1.

Seja

= / rF(dx) < oo, Fy(z)= u_l/ (1 - F(y))dy (onde se = o0 entio Fy = 0).
0 0

Lembre-se que U € a funcdao de renovacdo de um processo de renovac¢ao puro e V € a

funcgao de renovagao de um processo de renovagdo atrasado. Sdo equivalentes:

(i) O Teorema da Renovagao de Blackwell: Se G ¢ qualquer distribuicdo de

atraso adequada, entao para b > 0

lim V(¢,t+b] = p~'b.

t—o00
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(ii)) O Teorema Chave da Renovagdo: Suponha que z(t) é dRi. Entao

t—o00

lim U x z(t) = ,ul/ z(s)ds.
0
(#1i) Para qualquer distribuicao de atraso adequada G

lim P[B(t) < 2] = Fy(z), Vx> 0.

t—o00

(iv) Para qualquer distribuicdo de atraso adequada G

lim P[A(t) < z] = Fy(x), Vx> 0.

t—o00

A demonstracao do teorema acima também pode ser encontrada no Apéndice A.

Um processo de renovacao alternado modela um sistema que, ao longo do tempo,
alterna entre dois estados, que denotamos por 1 (ativo) e 0 (inativo). O sistema comega
no estado 1. A hipodtese base é que os pares de tempos aleatérios gastos sucessivamente

nos dois estados formam uma sequéncia independente e identicamente distribuida.

Exemplo 2.23. Imagine que uma lampada fique acessa até que ela queime e depois seja
trocada por uma lampada idéntica, que por sua vez fica acessa até que queime, € assim por
diante. Nesse sistema, 0s momentos em que as lampadas estao acessas correspondem ao
estado ativo, enquanto os tempos em que elas estao queimadas correspondem ao estado

mativo.

Seja A = (A, Asg, ...) os periodos de tempo em que o sistema estd no estado ativo,
e seja I = (I, 1,...) os periodos de tempo em que o sistema estd no estado inativo.
Portanto, o sistema inicia no estado 1 e permanece nesse estado por um periodo de
tempo A;, em seguida, vai para o estado 0 e permanece nesse estado por um periodo de
tempo I, depois volta ao estado 1 por um periodo de tempo A, e assim por diante. Essa

dinamica do processo pode ser vista na figura abaixo:
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A1 ]1 AQ I2 AS I3

Figura 2.3: Processo de Renovagao Alternado.

Como j4 mencionado anteriormente, nossa hipétese é que W = ((Ay, [1), (Az, [), ...)
¢ uma sequéncia i.i.d.. Segue-se que A ¢é uma sequéncia i.i.d. e que I também ¢é uma
sequéncia i.i.d.. Seja u = E[A4;] a média dos periodos de tempo no estado ativo e v = E[I4]
a média dos periodos de tempo no estado inativo. Seja GG a funcao de distribuicao de um
periodo de tempo A no estado 1 e seja G° = 1 — G a funcao de distribuicao direita de A.

E intuitivo considerar o retorno ao estado 1 como uma chegada no Processo de Re-
novagao. Entao, seja M, = A, + I, para n € N e considere o Processo de Renovacao
com tempos entre chegadas M = (M, My, ...). Isso faz sentido, pois M é uma sequéncia
i.i.d. de variaveis aleatérias nao negativas. Entao, a distribuicao comum das variaveis
M, serd denotada por F', o processo de contagem serd {N(t) : t € R, }, e a fungao de

renovacao é U. Mas observe que a média dos periodos de tempo no estado ativo-inativo

6 E[M] = p+v.

Definicao 2.24. O Processo de Renovagao associado com W = ((Ay, 1), (As, I5),...)

como construido acima € conhecido como um Processo de Renovacao Alternado.

Nosso interesse é no estado E; do sistema no tempo t € R,. Observe que E := {F, :
t € Ry} é um processo estocastico com espago de estados {0, 1}. Os processos estocasticos
W e E sio equivalentes ja que conseguimos obter um do outro. Seja p(t) := P[E; = 1],

a probabilidade do sistema estar ativo no tempo ¢t € R,..

Lema 2.25. A funcao p satisfaz a equagcdao de removacao p = G°+ p x F. Assim,
p=G"+G%xU.
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A demonstracao desse Lema também pode ser encontrada no Apéndice A.

Definicao 2.26. Se X toma valores no conjunto {mA : m € N} para algum X € (0, c0),

entio X (ou sua distribuicao) € aritmética. O maior desses A € o periodo de X.

Teorema 2.27. Se o Processo de Renovacao € nao-aritmético, entao

: Iz
| t) = .
tirglop<> Iu—{—y

Demonstracao. Pelo Lema 2.25, temos p = G¢ + G° % U. Primeiramente, tlim Ge(t) =0
—00
¢ uma propriedade da funcao de distribuicao direita. Logo, pelo Teorema Chave da

Renovagao,

. ¢ . 1 = c
tlgglo(G xU)(t) = M+V/o G“(s)ds.

Por outra propriedade da fungao de distribuicao direita fooo G°(s)ds = p. Entao

im (G U)(t) = limp(t) = —L

t—o00 t—o00 7] -+ y‘

]

Assim, a probabilidade limite em que o sistema estd ativo é simplesmente a razao
entre a média de um periodo ativo e a média de um periodo ativo-inativo. Segue que

lim P, = 0] = lm(1-pt) = —

t—o0 t—o0 12 + l/'

Portanto, em particular, o fato de o sistema comecar no estado ativo nao faz diferenca
no limite. Claramente, o modelo de um sistema alternando entre dois estados é bésico e
importante, mas, além disso, esses processos alternados sao frequentemente encontrados
em outros processos estocasticos.

Um caso particular, e talvez o mais importante, do Processo de Renovacao é o Processo
de Poisson. Uma maneira conveniente de definir um Processo de Poisson homogéneo em
R, com taxa a ¢ dizer que é um processo de renovagao pura com distribuicao entre
chegadas

Flz)=1—e x>0,

onde nao contamos uma renovacao no tempo 0. Assim, o Processo de Poisson é a funcao

de contagem {N(0,¢t], t > 0} onde N(0,t] = N(t) —1= N(t) — N(0) e {N(¢),t >0} éo
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Processo de Renovagao puro correspondente a tempos entre chegadas exponencialmente

distribuidos.

Portanto, com a ajuda dos Exemplos 2.9 e 2.11, temos para um processo puro que

PIN(t) =n+1] = P[S, <t < Sp1] = F™(t) — F"*(t) =

— (az)" " (az)* (az)”

= 1-e S (1) = e = PN =l

A propriedade da falta de meméria da distribuicao exponencial é evidenciada no fato que
PB(t) <z] = 1—e %7,

e podemos verificar que

1—e™ [ set>zx

1 , set <.

U(t) = E[N(t)] = 1+E[N(0,t] = 1+§:n6_at% = 1+ at.

Teorema 2.28. (Superposi¢cao): Seja 111,11y, ... uma cole¢ao enumerdvel de Processos
de Poisson independentes no espaco de estados S, onde 11, tem taxa A\, para cada n.

Entao a superposicao desses processos

II .= Qﬂn

é um Processo de Poisson com taxa

A= i An-
n=1

Uma demonstragao para esse teorema pode ser encontrada em [15].
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Capitulo 3

O modelo Bak-Sneppen

Como visto anteriormente, a dinamica do BS-processo é bastante simples. Mas nao somos
capazes de deduzir muitos resultados somente com ela. Para isso iremos apresentar nesse

capitulo alguns conceitos que nos auxiliarao nos estudos sobre o BS-processo.

3.1 Avalanches

Comecaremos definindo o que é uma b-avalanche para o caso em que temos o numero de
vértices finito. Na segunda parte, estenderemos esse conceito para o caso em que temos
o nimero de vértices infinito. Adiante, quando falarmos em caso finito e caso infinito

estaremos nos referindo ao numero de vértices do sistema.

Definicao 3.1. Para qualquer vértice x € A(N), a vizinhanga V(x) de x é o subcon-

gunto de A(N) formado por x e seus dois vizinhos. Isto é, V(x) ={x —1, z, x + 1}.

Em particular, /(0) = {N — 1,0,1}. Mas para facilitar a escrita iremos definir a

vizinhanga do vértice 0 como V/(0) := {—1, 0,1} (veja Observagao 1.1).

Definicao 3.2. Para qualquer N > 3 considere um BS-processo em A(N). Seja Xy i(n)

a aptidao do vértice i € A(N) para qualquer tempo n € N. Entdo

XN(n) = {XNvi(n)}ieA(N)
¢ a colecao das aptidoes no tempo n > 0.

20



Considere um BS-processo com N vértices, sendo N > 3. No tempo n € N escolha
um limiar b € [0,00) tal que nenhuma aptidao esteja abaixo de b. Ou seja,

b< min {Xy i(n)}, onde Xy i(n) € xn(n).
i€ A(N)

Definicao 3.3. Uma b-avalanche em A(N), com origem no vértice v € A(N) e

duragcdo d > 1 ocorre, no intervalo de tempo [n,n+d), se

1. No tempo n, o vértice x € o com menor aptidao, acima de b. Portanto, o vértice x

e seus vizinhos {x — 1, x + 1} serdo atualizados.

2. Enquanto houver um vértice com aptiddo abaizo de b, atualizamos o vértice com
aptidao minima e seus vizinhos. O tempo n+d é o primeiro depois de n com todas

as aptidoes acima de b novamente.

As b-avalanches em A(N) tem duas caracteristicas principais, o conjunto-alcance
que ¢é a colecao de vértices atualizados durante a b-avalanche e a duragao que é o tempo
entre o inicio e o fim da b-avalanche. Vamos também dar atencao para o alcance que
¢ a cardinalidade do conjunto-alcance da b-avalanche. Devido a importancia desses ele-
mentos, vamos adotar as seguintes notacoes: para qualquer b > 0, dada uma b-avalanche
em A(N), com origem em z, {y(z,b) é o seu conjunto-alcance, ry(x,b) = [Ex(x,b)| é o
seu alcance e ny(x,b) é a sua duragdo. Para simplificar, daqui em diante, serd omitido o
vértice de origem das notagoes anteriores se este for o vértice 0. Ou seja, En(b) = En(0, D),
rn(b) = rn(0,b) e ny(b) = nn(0,b). Para consolidar melhor esses conceitos, vamos apre-

sentar alguns exemplos simples a seguir.

Exemplo 3.4. Se entre o tempo n e n+1 todos os vértices estao acima de b, entdo uma

b-avalanche com alcance 3 e duracao 1 ocorreu.
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No tempo n, 0 é o vértice com menor aptiddo. No tempo n + 1, a b-avalanche termina.
Tempo n: £n(b) = {2} e nn(b) =0. Tempo n + 1: £n(b) = {6,0,1} e nn(b) = 1.

Figura 3.1: Dinamica de uma avalanche minimal.

Exemplo 3.5. E possivel que um vértice seja o com aptidao minima mais de uma vez

durante uma b-avalanche.
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No tempo n, 0 é o vértice com menor aptidao. No tempo n + 1, O continua com a menor aptiddo.
Tempo n: En(b) = {D} e ny(b) = 0. Tempo n + 1: En(b) = {6,0,1} e ny(b) = 1.
2 H 2 - * *
2 2
2 2
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No tempo n + 2, 0 continua com a menor aptiddo. No tempo n + 3, a b-avalanche termina.
Tempo n + 2: En(b) = {6,0,1} e nn(b) = 2. Tempo n + 3: En(b) = {6,0,1} e nn(b) = 3.

Figura 3.2: Dinamica de uma avalanche com minimo repetido.

Note que, sempre que o minimo recair em algum vértice que ja foi minimo num tempo
anterior, o conjunto-alcance nao aumenta. Observe também que, os Uinicos vértices que
estao no conjunto-alcance e ainda nao foram minimos anteriormente sao os dois vértices

que estao nas extremidades do conjunto-alcance. Entao, podemos concluir que o conjunto-
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alcance s6 cresce quando o minimo é um vértice das suas extremidades.

Exemplo 3.6. Para ficar claro como € a dinamica de crescimento do conjunto-alcance,

considere a b-avalanche abaixo.

2
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No tempo n, 0 é o vértice com menor aptiddo. No tempo n + 1, 1 é o vértice com menor aptiddo.
Tempo n: £n(b) = {2} e nn(b) =0. Tempo n + 1: £n(b) = {6,0,1} e nn(b) = 1.
2 . . 2
2 2
[
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No tempo n + 2, 0 volta ter a menor aptiddo. No tempo n + 3, 6 é o vértice com menor aptiddo.
Tempo n + 2: £n(b) = {6,0,1,2} e nn(b) = 2. Tempo n + 3: En(b) = {6,0,1,2} e nn(b) = 3.
. - 2 L]
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No tempo n + 4, a aptiddo de 1 ainda estd abaixo de b. No tempo n + 5, a b-avalanche termina.
Tempo n + 4: £n(b) = {5,6,0,1,2} e nn(b) = 4. Tempo n + 5: En(b) = {5,6,0,1,2} e nn(b) = 5.

Figura 3.3: Dinamica do crescimento do conjunto-alcance.

O leitor pode pensar se é possivel que uma b-avalanche nunca termine. Isto é, uma
b-avalanche com duragao infinita. Mostraremos abaixo que, para um sistema com um

numero finito de vértices isso nao ocorre.

Proposigao 3.7. Se 3 < N < oo, entao ny(b) < oo para qualquer b > 0.
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Demonstracao. Considere os eventos disjuntos:

A} v = {N atualizacoes consecutivas no intervalo de tempo [(k — 1)N, kN] acima de b},

=1,2,3,..

Como a cada passo atualizamos com trés novas variaveis independentes e exponenci-
almente distribuidas com parametro 1 temos que P(A% ) = e73*N. Note entdo que, se
Ab . ocorre, entdo ndo hd nenhum vértice com aptidio abaixo de b no tempo kN. Ou
seja, a b-avalanche termina. Logo, VN € N|

{”N(b) = OO} C { ﬁ(AZ,N)C}, Vn € N,

pois, para que a b-avalanche nao termine é necessario que em cada intervalo de tempo
[(k —1)N, kN] pelo menos um vértice tenha aptidao abaixo de b. Como por construcao,
os eventos A% \ sdo independentes, os seus complementares também sao, e portanto

VN e N,
IP’(nN(b) - oo) < IP( ﬂ(A;N)C) - HP((A;N)C>, Vn € N,
k=1
Tomando o limite quando n — oo temos

P(ny(b) =o0) < lim [1—6*3”N}” )

n—o0

Entao, como P(ny(b) = oo) = 0 temos que P(ny(b) < oo) = 1. Ou seja, para um

sistema com um ntmero finito de vértices uma b-avalanche termina quase certamente. [

Perceba que, a configuragao inicial das aptidoes nos 3 exemplos acima é a mesma.
Apesar disso, diferentes b-avalanches ocorreram. Isto acontece pois, o conjunto-alcance
da b-avalanche, que ocorre no intervalo de tempo [n,n + d], depende somente da posigao
(em A(N)) do vértice de origem x, mas nao da configuragao inicial no tempo n. Entao, se
deslocarmos todo o conjunto-alcance em —x vértices, obtemos um conjunto cuja distri-
buicao ¢ independente do vértice de origem x e da configuracao das aptidoes no tempo n.
Além disso, a duracao da b-avalanche também é independente da configuracao inicial das
aptidoes e do vértice de origem. Logo, podemos considerar as b-avalanches com origem

no vértice 0, ja que as b-avalanches sao igualmente distribuidas.
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Durante uma b-avalanche a sua dinamica é completamente determinada pela posicao
(em A(N)) da origem e os vértices que ficam com aptidao abaixo de b. Portanto, fixado
um b, podemos olhar o BS-processo como uma sequéncia de b-avalanches com durac¢ao
i.i.d. e conjunto-alcance (deslocados) i.i.d.. Estes fatos sugerem que, devemos estudar

uma unica b-avalanche com certo detalhe.

Observacao 3.8. Uma b-avalanche € caracterizada por seu conjunto-alcance e sua duracgao.

Entao podemos escrever a b-avalanche como o par (§N(:c, b), nn(z, b))

Observacao 3.9. O Ezemplo 3./ deve deizar claro que, uma b-avalanche tem duracdo
no minimo 1 e alcance pelo menos 8 (o vértice origem e seus dois vizinhos). Ou seja,
rnv() >3 enn(b) >1,Vb>0eV N > 3. Una b-avalanche é dita minimal se, tem

duracao 1 e alcance igual a 3. Note que, uma 0-avalanche é sempre minimal.

Além das b-avalanches minimais temos outra classe de awvalanches bastante interes-

sante; as b-avalanches que alcancam todos os vértices do sistema.

Definicao 3.10. Uma b-avalanche é dita abrangente se alcanca todos os vértices do

sistema, isto é, ry(b) = N.

Essa definigdo é importante pois, a fungao indicadora do evento {ry(z,b) = N}, serd
muito 1til em nossos estudos. O seu valor esperado e os valores esperados da durac¢ao
e do alcance serao um dos principais focos de nossas analises. Adotaremos, entao, a
seguintes notagdes: para uma b-avalanche qualquer em A(N), entdao Ry (b) = E[ry(z,b)]
é o valor esperado do alcance , Py(b) = E[1{ry(z,b) = N} = P(ry(x,b) = N) é o valor
esperado da funcao indicadora da b-avalanche ser abrangente e Dy (b) = Elnn(x,0)] é o
valor esperado da duracdo. Todos esses valores esperados sao independentes do vértice
de origem .

Para finalizar essa parte iremos apresentar alguns resultados bastantes simples, mas

que serao usados mais adiante no texto.
Lema 3.11. Seja N > 3 e b > 0 temos que ny(b) > ry(b) — 2.

Demonstracao. Considere uma b-avalanche que comeca no tempo n. No tempo n+1 essa

b-avalanche terd ry(b) = 3 e nn(b) = 1. O que satisfaz a igualdade: ny(b) = ry(b) — 2.
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Note agora que, nos tempos posteriores a n + 1 essa b-avalanche, se ainda nao terminou,
pode ou nao alcancar um novo vértice, e se alcanga, alcanca 1 novo vértice apenas (ou seja,
o alcance ry(b) pode ou ndo aumentar, e se aumenta, aumenta em 1 unidade); enquanto
a duracao ny(b) da b-avalanche sempre aumenta 1 unidade a cada passo. Portanto, a
duragao nx(b) é de fato maior ou igual ao alcance rxn(b) menos 2 unidades (diferenca

inicial). O
Coroléario 3.12. Seja N > 3 e b > 0 temos que Dy(b) > Ry(b) — 2.
Demonstragao. Pelo Lema 3.11, nx(b) > rn(b) — 2. Segue que
E[nn(b)] > E[ry(b)] — 2, ou seja, Dy(b) > Ry(b) — 2.
[

Como dito no inicio dessa se¢ao, nosso interesse é estudar o que acontece com o modelo
no limite, isto é, quando o nimero de vértices e o tempo tendem ao infinito (N — oo
en — 00). A maior parte do que foi feito para o caso finito serd anédloga para o caso
infinito. Entao, para nao sermos excessivamente repetitivos, iremos explicitar somente
os conceitos e resultados mais importantes para o entendimento do restante do texto.

Como A(N) é subconjunto dos inteiros Z, é intuitivo considerar que podemos estender
a no¢ao de uma b-avalanche em A(N) para uma b-avalanche em Z. Faremos isso entao

da seguinte maneira:

1. Cada vértice x € Z acomoda uma aptiddo, uma variavel aleatéria exponencialmente

distribuida em [0, 00).
2. Escolha um limiar arbitrario b > 0.

3. Se o numero de vértices com aptidoes abaixo de b for finito e positivo, as regras de

atualizacao do BS-processo ainda estao bem definidas.

4. Suponhamos, portanto, que no tempo 0 temos uma configuracao com todas as
aptidoes maiores que b, e que escolhemos um vértice x € Z arbitrario, independen-

temente dos valores das aptidoes, como a origem da b-avalanche .

26



5. Comegamos atualizando o vértice x e seus dois vizinhos (z — 1 e z 4 1).

6. Se, depois disso, no conjunto de vértices atualizados ({x — 1, z, z + 1}) existir
vértices com aptidoes menores que b, escolnemos o vértice com aptidao minima e

atualizamos ele e seus dois vizinhos, e assim por diante.

7. Assim que tivermos uma configuragao com todas as aptidoes maiores que b nova-

mente, paramos o procedimento.

As b-avalanches em Z tem as mesmas caracteristicas das em A(N): a duragdo, o
conjunto-alcance e o alcance. E, devido a importancia desses elementos, vamos adotar
as seguintes notagoes: para qualquer b > 0, dada uma b-avalanche em Z, com origem
em z, {(x,b) é o seu conjunto-alcance, r(x,b) = |(x,b)| é o seu alcance e n(x,b) é a sua
duragao. Para simplificar, daqui em diante, omitiremos o vértice de origem das notagoes
anteriores se ele for o vértice 0. Ou seja, £(b) = £(0,b), r(b) = r(0,b) e n(b) = n(0,b).

Um importante ponto a se destacar é que nao ha nada que impeca que uma b-avalanche
em Z alcance infinitos vértices do sistema, isto é, tenha alcance infinito. Na verdade, a
analise desse fato é de extrema importancia para nossos estudos. Para tal, comecaremos

definindo o que sao b-avalanches infinitas.

Definicao 3.13. Uma b-avalanche em Z € dita infinita se, durante a sua ocorréncia,

infinitos vértices do sistema sao atualizados, isto é, r(b) = oc.

Note que, para infinitos vértices do sistema serem atualizados é necessario que a b-
avalanche nunca pare, ou seja, sempre deve existir pelo menos um vértice com aptidao
menor que b. Entao, r(b) = co implica n(b) = co. No caso de uma b-avalanche infinita,
definimos o conjunto-alcance &(xz,b) como a unido dos vértices atualizados durante o
intervalo de tempo [0,m], m € N.

Como falado acima, serd 1til analisar a ocorréncia de b-avalanches infinitas. Faremos
isso por meio da funcao indicadora 1{r(b) = oo}.

Repare que temos um resultado andlogo ao Lema 3.11 para o caso infinito, ou seja,
n(b) > r(b) — 2. Essa desigualdade porém nao nos permite concluir que alcance finito

implica em duracao finita; este resultado, que nao é trivial, sera visto mais adiante.
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Considere uma b-avalanche qualquer em Z, entdao Ry (b) = E[r(z,b)] é o valor espe-
rado do alcance, Py (b) = E[1{r(z,b) = co}] = P(r(z,b) = o00) é o valor esperado da
funcdo indicadora da b-avalanche ser infinita e D (b) = E[n(z,b)] é o valor esperado
da duragcao. Todos esses valores esperados sao independentes do vértice de origem x.
Equipados com esses valores esperados, podemos definir os seguintes limiares criticos.
Seja

b2 = inf{b > 0: P, (b) > 0}. (3.1)

De acordo com o Lema 3.1 em [21], P (68) > 0. Em particular, i? < co. Como para

qualquer b > 0 tal que P (b) > 0 temos que R, (b) = oo, existe um limiar critico

b := inf{b > 0: R (b) = o0}, (3.2)

C

que também é finito. Como D4 (b) > Ry (b) — 2, temos que, R..(b) = oo implica em

Do (b) = oo, portanto o limiar critico

b = inf{b > 0: Dy (b) = oo} (3.3)

[

¢é finito. A inclusao desses eventos deve deixar claro que podemos ordenar esses trés

limiares criticos da seguinte maneira

o< < (3.4)

c

Mostraremos agora que b? > 0. Para isso, considere um BS-processo. Observe que, a
probabilidade de um vértice i € A(IV) ser atualizado para uma aptiddo abaixo do limiar
béP(Xy; <b)=1—e"VieZ O BS-processo é dominado estocasticamente por um
Processo de Ramificagdo (veja a Proposigao 1.1 em [9]) com distribui¢do de descendentes
R~ Bm(?,, (1- e—b)).

Agora, seja 0 < b/ < — log% um ltmiar. Portanto, a distribuicao de descendentes do
Processo de Ramificagcio é R ~ Bin (3, (1— e*b/)>. Logo,

/ 2 ]_
E[R] = 3(1—e”) < 3(1—¢€83) < 35 =1

Entao, pelo Teorema 2.20, o Processo de Ramificacao é extinto e consequentemente
a b-avalanche do BS-processo termina, isto é, n(b) < oo. Portanto, b2 > — log % Entao,
todos os limiares criticos sao nao-triviais. A analise desses limiares criticos sera de

extrema importancia para os resultados alcangados em [23].
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3.2 Representacao Grafica Auto Similar

A proposta dessa secao é fragmentar uma b-avalanche em subavalanches, deduzindo assim
importantes propriedades sobre o modelo. Faremos isso tanto para o caso finito quanto
para o caso infinito. A ideia de awvalanches formarem uma estrutura hierarquica de
subavalanches também ¢é mencionada em [20], mas em um contexto levemente diferente.

Seja N > 3 e considere uma b-avalanche em A(N), comec¢ando no tempo 0 no vértice
0. Assim, no tempo 0, o vértice 0 e seus dois vizinhos sao atualizados. Como isso
corresponde a uma avalanche minimal do limiar 0, podemos escrever isto em termos do

conjunto-alcance e da dura¢ao como

(n0) = {=1,0, 1}, v (0) = 1) = (&n(0), nv(0)).

Podemos agora ilustrar graficamente a continuagado desta b-avalanche em A(N) x R,

(vértices x aptidoes) da seguinte forma,

1. Seja x o vértice com aptidao minima e suponha que, sua aptidao seja igual a s < b.

Note que x € &x(0).

2. As aptidées dos outros dois vértices em £ (0) sao independentes e exponencialmente
distribuidas em [s, 00), devido a propriedade de falta de meméria da distribuigao

exponencial.

3. Continue atualizando de acordo com as regras apropriadas, até que todas as aptidoes

estejam acima do limiar s.

Este procedimento em si constitui uma s-avalanche, com origem em z. Denotamos
por = + éN(S) o conjunto-alcance dessa s-avalanche. Na representacao grafica, tracamos
uma seta do ponto (x, s) ao ponto (y, s), para todo y € z+Ex(s). Em termos do conjunto-
alcance, escrevemos isso como Ex(s) = Ex(0) U {z + Ex(s)}, onde Ex(s) é o conjunto de

vértices atualizados até a s-avalanche terminar.
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Figura 3.4: Representacao Grafica de uma s-avalanche.

Depois que a s-avalanche termina, as aptidoes de todos os vértices em &x(s) sao
independentes e exponencialmente distribuidos em [s, o), devido a propriedade de falta
de memoria da distribuicao exponencial. Agora, procuramos o vértice y com aptidao
minima em Ey(s). Se a aptidio de y é maior que b, a b-avalanche termina. Sendo a
aptidao de y é igual a ¢, onde s < t < b, e comecamos entao uma t-avalanche com
origem em y. Continuamos atualizando até que todas as aptidoes sejam maiores que
t. Denotamos por y + é ~n(t) o conjunto-alcance dessa t-avalanche. Na representagao
gréafica, tracamos uma seta do ponto (y,t) ao ponto (z,t), para todo z € y + &y(t). Em
termos do conjunto-alcance, escrevemos isso como Ex(t) = Ex(s) U {y + Ex(t)}, onde
En(t) é o conjunto de vértices atualizados até a t-avalanche terminar. Continuamos da
maneira Obvia e esse processo vai parar quase certamente assim que todas as aptidoes

sejam maiores que b.
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Figura 3.5: Representacao Grafica de uma t-avalanche.

Portanto o conjunto-alcance da b-avalanche sera
Ev(h) = (0 U +En(sNI U +En(s) U U {aF + En(sh))

Entao, acabamos de definir um grafo aleatério em A(N) x R,. Este grafo aleatério é
um subgrafo da representacao grafica GRy que sera definida formalmente a seguir.

Reiteramos aqui que a vizinhanga do vértice 0 pode ser escrita como {—1, 0,1} ao
invés de {N—1,0, 1} (veja Observagao 1.1). Do mesmo modo a vizinhanga do vértice N—1
pode ser escrita como {—2,—1,0} ao invés de {N —2, N — 1,0} e assim sucessivamente.

Para cada vértice v € A(N) serd associado um Processo de Poisson homogéneo 11,
de taxa 1. Seja um vértice v € A(N) e 1; € II,, onde II, é um Processo de Poisson
homogéneo. Quando escrevermos (v, 7;) € A(N) x II, estamos nos referindo a i-ésima
chegada (que ocorreu no tempo 7;) do vértice v.

Seja II(N) = {II; }xea(v) uma colecdo de Processos de Poisson homogéneos indepen-

dentes. Para cada processo Il o seguinte procedimento é executado:

1. Na j-ésima chegada 7 ; de II;, o par <€N(Tk7j), ﬁN(TkJ)> ¢ registrado independente-
mente, onde é ~N(7k,;) € distribuido como o conjunto-alcance e fy(7y ;) é distribuida
como a dura¢ao de uma tipica 7 j-avalanche, com origem no vértice 0. Entao o par
<k + gN(Tk’j),ﬁN(Tk’j)> ¢ distribuido como o (conjunto-alcance, dura¢io) de uma

tipica 73 j-avalanche, com origem no vértice k.
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2. No plano A(N) x R, Yy € k 4 Ex(m;) sdo tracadas setas (horizontais) de (k, 7y ;)
para (y,7g ;). Dizemos entdo que, (k, 7y ;) esta conectado a (y,7y ;). Note que, o
inverso nao é verdade, ou seja, ndo podemos dizer que (y, 7y ;) esta conectado a

(k, 7). Isto é, a diregao da seta é relevante.

Definigao 3.14. Para quaisquer tempos 1, 7s € I, tal que 71 < 15 dizemos que (x,T1)

esta conectado a (x,73) por um segmento de tempo.

Como antes, a dire¢ao é importante. Entao nao podemos dizer que (x, 72) esta conec-
tado a (x,7) por um segmento de tempo. Podemos pensar em um segmento de tempo
como uma seta vertical apontando para cima. Vamos omitir essas setas ao desenhar a
representacao grafica para simplificar o desenho. Observe que um vértice £ no tempo
T esta sempre conectado a ele mesmo por segmentos de tempos para todo tempo apods

(maior) 7.

Definigao 3.15. Um caminho em GRy € uma sequéncia (g, So), ..., (Tn, Sn) de pontos
em A(N) x Ry, tal que todo par (z;,5;),(xj41,5j41) € conectado por um segmento de

tempo <nesse caso, Tj = Tjy1 € 55 < sjﬂ) ou uma seta <nesse caso, s; = st).
Podemos assim estender o conceito de “estar conectado” para um conjunto de vértices.

Definicao 3.16. Para quaisquer A, B C A(N), ey < 1 € R, em GRy, diremos que
(A, 71) estd conectado a (B,T3) se existe ao menos um caminho em GRy de (z, 7))

para (y,T2), para qualquer x € A ey € B. Usaremos como notagao, (A, 1) ~ (B, T2).

Definigao 3.17. Para qualqguer b > 0 e (k,j) € A(N) x N, o par <éN(Tk’j),ﬁN(Tk’j)> é
uma subavalanche em GRy, se ({—1,0,1},0) ~» (k, 7 ;) em GRy, e uma b-subavalanche

em GRy, se, além disso, 7, ; < b.

Veja a figura abaixo:
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5N(To,1) ﬁN(To,l)

IT_3 IT_, I, 1Ty IT, IT, I3

Note que, ({AN(T,QJ), ﬁN(T,Q)l)) nao é uma subavalanche em GRy .

Figura 3.6: Representacao Grafica GRy.

Entao, para qualquer b > 0, o conjunto-alcance {y(b) de uma b-avalanche com origem
no vértice 0 é a colegao de todos os vértices © € A(N) tal que ({—1,0,1},0) ~ (x,b)
em GRy. E, para qualquer b > 0, a dura¢do ny(b) de uma b-avalanche com origem no

vértice 0 é um mais a duracgao total de todas as b-subavalanches em GRy.

A representacao grafica GRy nos fornece as seguintes propriedades de monotoni-
cidade. Denotaremos por f}f’b)(s) a colegao de todos os vértices z € A(N) tal que
(A,b) ~ (z,b+ s) em GRy, e por 77](\’,4’1))(5) a soma de todas as 7y (7;;) para todo
b<Tp; <b+s,tal que (A,b) ~ (k,7;) em GRy. Entao para qualquer A C B C A(N),

0<s51<sy,eb>0,

I
SN
&
—~
V)
iy
~
N
Iy
<%
&
—~
»
[\
~—

(3.5)
Ny (s1) < ony T (s2).

Seja En(z,b) = J(Vy(m)’o)(b) o conjunto-alcance e ny(x,b) = nj(vy(x)’o)(b) a dura¢do de uma

b-avalanche com origem no vértice x. Considere os limiares by, by tal que by < by. Entao,

pela Expressao (3.5), temos que

gN(:E?bl) £N(‘/Eab2),
nv(z,b1) < nn(z, ba).

N

(3.6)

Com essas propriedades de monotonicidade podemos demonstrar o seguinte Lema.
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Lema 3.18. Os wvalores esperados Ry (b), Dy(b) e Py(b) sdo nao-decrescentes em b.

Demonstracao. Segue da Expressao (3.6) que para quaisquer by < by, {n(x,b1) C En(z, ba).

Entao para quaisquer by < by

En(z, b))l < vl bo)] = T{|En(z, b)) =N} < I{[En(z,b2)| = N}
Com isso e a Expressao (3.6) podemos concluir que

E[lén(2,01)|] < E[[én(z, b2)]] = Rn(b1) < Rn(by),

Elnn(2,01)] < Elnn(z,bo)] = Dn(b1) < Dy(ba),

E[1{|¢n(2,01)| = N} < E[1{[én(z,bo)] = N} = Pn(b1) < Pn(b).
O

Agora vamos definir GR, uma representacao grafica para o BS-processo em Z, prati-
camente da mesma maneira que em GRy, somente tomando cuidado com as avalanches

infinitas. Faremos isso restringindo GR as aptidoes menores do que b7, i.e., GR é um

grafo aleatério no plano Z x [0,b2). A definicao formal de GR e de suas caracteristicas
serd feita como antes, apenas omitindo o subscrito N da notacao.

Seja I1(Z) = {I1j } kez uma colec¢ao de Processos de Poisson homogéneos independentes
restritos ao intervalo [0,b2). Para qualquer chegada 74 ; de Il o par (é (Tk7j),ﬁ(7'k7j)>
é registrado independentemente, onde f (7k,;) € distribuido como o conjunto-alcance e
n(7x;) € distribuida como a dura¢do de uma tipica 7y j-avalanche, com origem no vértice
0. As defini¢ées de (A, 1) ~ (B, T2), subavalanche e b-subavalanche em GR sao feitas
da mesma forma de antes. Novamente, para qualquer b < b2, o conjunto-alcance £(b) da
b-subavalanche com origem em 0 é a colegao de todos = € Z tal que ({—1,0,1},0) ~~
(k, ;) em GR e a duragao n(b) da b-subavalanche com origem em 0 é 1 mais a dura¢do
total de todas as b-subavalanches em GR.

A representacao grafica GR nos proporciona as mesmas propriedades de monotonici-
dade como na Expressao (3.5) para GRy. Entao os valores esperados R..(b), Dy (b) €
P, (b) também sao mondtonos em b.

A razao principal para definirmos GRy e GR é que serd necessario associar as b-
avalanches em Z com as b-avalanches em A(N). Para isso, a ideia é simplesmente usar

a mesma sequéncia de atualizagoes em ambos os casos.
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Proposicao 3.19. E verdade que

r(b) = oo implica rn(b) = N, YN > 3. 57)
r(b) < oo implica rn(b) =1r(b), VYN grande suficiente. .

Demonstracao. Seja G = (Gg-l),Gg-Q),G;?’)) o uma sequéncia de triplas, onde {G;i)}
sao independentes e exponencialmente disti"ibuidos com parametro 1. Podemos entao
usar a sequéncia G como a sequéncia de atualizacoes que definem uma b-avalanche em
Z. De fato, considere que no momento inicial temos uma configuracao arbitraria de
aptidées maiores que b, e troque as aptidoes de {—1, 0,1} por (Ggl),ng),Gf’)). Se
em {—1, 0,1} existem vértices com aptidoes menores que b, escolhemos o com menor
aptiddo y e trocamos as aptidoes de {y — 1, y, y+ 1} por (Ggl), GéQ), Gé‘?)), e assim por

diante. Podemos ao mesmo tempo usar a sequéncia G para definir uma b-avalanche em

A(N). 0

A associacao descrita acima serd importante para a demonstracao de varios resultados
obtidos em [23]. Infelizmente, ela nao é adequada quando P (b) = 0. Pois, nesse caso, se
r(b) > N pode acontecer de ny(b) > 1(b). Precisamos entao de uma nova associagao para
essa situacao. Para tal, serd necessario uma representacao grafica ligeiramente diferente
da anterior.

A seguir iremos definir uma representagao grafica EEN para b-avalanches em A(N).
O motivo é que queremos associar b-avalanches em A(N) com b-avalanches em 7, e a
representacao grafica GRy anterior nao ¢ apropriada para este proposito. E claro que
também precisaremos de uma representacao grafica GR para as b-avalanches em Z.

A diferenca principal entre GRy e @N esta na determinacao dos Processos de
Poisson II(N). Em GRy eles sio especificados durante o processo de construgao das
s-avalanches, selecionando a quantidade necessaria de Processos de Poisson de uma
sequéncia infinita de Processos de Poisson ﬁ(oo) Uma avalanche de alcance k uti-
liza os primeiros k processos de II(co). Usamos a mesma sequéncia [1(co) para construir
as avalanches em A(N), para qualquer N > 3, e as b-avalanches em Z. Isto nos fornece
uma associacao intuitiva das avalanches em A(N) e Z.

Iremos definir a nova representacao gréfica EEN do seguinte modo. Seja ﬁ(oo) =

35



II', 112, ... uma sequéncia de Processos de Poisson homogéneos independentes. Usaremos
os primeiros N processos de ﬁ(oo) para a nova representacao das b-avalanches em A(N),
com origem no vértice 0.

Definimos £x(0) = {—1, 0,1}, nn(0) = 1 e associamos com {y(0) os primeiros 3
Processos de Poisson. Escrevemos entdo que Iy, = IT', Ty = 12 e Iy, = 113, onde
Iy, denota o processo associado com o vértice k € A(N). Seja 7' a primeira chegada
na superposicao de Hyx, k € {—1, 0,1} e seja k) a posi¢io do processo correspondente,
ou seja, 7" € IT,x.

Entao temos x(b) = {—1, 0,1}, nn(b) = 1, para 0 < b < 7. Como b = 7{", registra-

mos o par (éN(TlN), ﬁN(TlN)>, que é distribuido como o (conjunto-alcance, dura¢do) de

uma tipica 7{¥-avalanche com origem no vértice 0. Entao o par (/ijlv + fN(TlN), ﬁN(TlN)>
é distribuido como o (conjunto-alcance, duragdo) de uma tipica 7{¥-avalanche com origem
no vértice kY. Como em G Ry, desenhamos setas em A(N)xR* de (x), 7{V) para (y, 1),
para todo y € kN +Ex (). Definimos &y () = {1, 0,1}U <K{V+5N(va)> eny(mV) =
1+ Ax (7). Se En(rY) é maior do que {—1,0,1} associamos com &x () \ {—1, 0,1}
os préximos () — ry(0) Processos de Poisson de II(00), e associamos eles aos
(HN7k)k6§N(TIN)\{_LO,1}. Neste caso, adicionamos a quantidade requerida de processos
da esquerda para a direita de {—1, 0, 1}.

Definimos 7§ como a primeira chegada depois de 7' na superposigao de Iy, €
En(TY), e continuamos de maneira ébvia, a cada tempo adicionando uma certa quanti-
dade (aleatéria) de vértices e os correspondentes Processos de Poisson na nossa colecao,
até que nossa colecao tenha tamanho pelo menos N. Os primeiros N vértices adicionados
formam A(N) e os correspondentes Processos de Poisson definem II(N). E claro que isto
acontece (quase certamente) depois de um ndmero finito de passos e isto significa que
definimos (5 ~(b), 77N(b)> para todo b > 0. Denotamos a colegao de chegadas abaixo do
limiar b no recém formado A(N) como T (N).

Agora definimos a representagao grafica GR para b-avalanches em 7Z. Procedemos
como él\%N, tomando cuidado somente com as b-avalanches infinitas. Fazemos isso res-

tringindo GR para aptidoes menores que bP, i.e. GR é um grafo aleatério no plano

c)

Z % [0,b2). Novamente usamos a sequéncia ﬁ(oo) para especificar a quantidade requerida
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de Processos de Poisson. Denotamos por T a colecao de chegadas de todos os processos
de Poisson especificados em GR.

Com essa nova representacao grafica somos capazes de descrever uma nova associa¢ao
entre as b-avalanches de A(N) e as b-avalanches de Z. Vamos assumir que Py (b) = 0

(caso em que a Proposigao 3.19 é inadequada).

Proposigao 3.20. Seja (f(s), n(s)), s < b, construida com a representacdo grdfica GR
restrita aos limiares [0, b?]. Entdo associamos esta GR com uma sequéncia de C/JT%N,
N > 3, restritas aos limiares [0, b2], de tal forma que <§N(s), nN(s)>, correspondente a

@N, satisfaca para qualquer s < b

! (3.8)
rn(s) =N, nv(s) <nis), em [€(s)] = N.
Demonstracao. Uma construcao de GR ~N requer a especificacao das b-subavalanches e da
sequéncia I1(co). Usaremos essa mesma sequéncia I1(co) para GR e depois associaremos
as b-subavalanches em A(N) com as b-subavalanches em Z de maneira apropriada.

Suponha primeiramente que n(b) = 1. Isto significa que em GR os Processos de
Poisson II_;, Iy e II; ndo tem chegadas no intervalo de tempo [0,b], e entao £(b) =
{=1,0,1}. Como usamos a mesma sequéncia ﬁ(oo) para a construcao de GRy também
temos que em él\%N os Processos de Poisson Iy 1, IIno e IIx ;1 nao terao chegadas no
intervalo de tempo [0, b], entao {y(b) = {—1, 0,1} e ny(b) = 1. Portanto construimos
uma associagao satisfazendo a Proposigao 3.20 no evento n(b) = 1.

Suponha agora de maneira indutiva que para qualquer n > 1 podemos construir uma
associagao satisfazendo a Proposicao 3.20, para todo N > 3, em 7(b) < n. Agora vamos
construir @N, para todo N > 3, em n(b) < n+ 1.

Se uma b-avalanche em G R tem dura¢ao no maximo n+1 entao todas as b-subavalanches
em GR tem dura¢ao no maximo n, entao podemos acoplar elas de maneira indutiva, i.e.

para qualquer 7; € T e qualquer N > 3 definimos (é ~N(T), ﬁN(Ti)> satisfazendo

~ ~

En(r) = &(m:)(modN), fn(r) =10(m), em [{(r;)] < N,
|En ()| = N, in(Ti) <0(mi), em [€(r)| > N.



Se |£(b)] < N, entdo |£(b)| < N, para cada 7; € T e devido a primeira linha da
Expressao (3.9) as b-avalanches em GRy e GR sdo idénticas e temos a primeira linha da
Proposicao 3.20.

Se [£(b)] > N, definimos 7(V, b) como a primeira chegada em 7T tal que [£(7(N,b))| >
N em GR. Para qualquer s € [0,7(N,b)), temos [£(s)] < N, em GR e, pelo mesmo
raciocinio de antes, a primeira linha da Proposigao 3.20. Uma vez que 7(N,b) € T(N)
temos, pela segunda linha da Expressao (3.9), que [Ex(7(N,b))| = N. Entao, para
qualquer ¢ € (s,b], E\RN usa os primeiros N Processos de Poisson de ﬁ(oo), enquanto

GR usa ao menos estes primeiros processos. Entao qualquer chegada em T (N) é uma

chegada em 7T, e portanto temos a segunda linha da Proposicao 3.20. O

Entao, com as associacoes descritas nas Proposigoes 3.19 e 3.20 contemplamos todos
0s casos possiveis do BS-processo. E com isso, somos capazes de demonstrar os resultados

da préxima secao.

3.3 Principais Resultados

Com toda teoria que desenvolvemos até agora, somos capazes de demonstrar os principais
resultados de [23].

O teorema que iremos apresentar a seguir corrobora a ideia de estender b-avalanches
em A(N) para b-avalanches em Z. Pois, ele mostra que os valores esperados no caso
finito tendem para os valores esperados no caso infinito quando o niimero de vértices do

sistema tende para infinito (N — 00).

Teorema 3.21. Para qualquer b > 0, e qualquer N > 3,

(i) Ry(b) < Ru(b), lim Ry(b)

N—oo

(ii)  Pn(b) > Px(b), A}EHOOPN([?)

SO
oo (b)

Demonstracdo. Ainda nao sabemos se esses limites existem. Portanto, a estratégia para

Roo(b).
P

(1)) Dn(b) < Do(b), lim Dy(b)

N—oo

as trés partes é a mesma: primeiro encontramos cotas para os limites superior e inferior, e

por fim usamos o Teorema do Confronto para concluir a existéncia e igualdade do limite.
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Vamos separar a prova em dois casos disjuntos.
Caso 1: Suponha que Py (b) = P(r(b) = c0) > 0.
(i) Temos que
:Z[ZP }—FOOP( (b) = 00) = o0.

_ E/_/
i=3 >0

Primeiramente vamos analisar o limite superior de Ry (b). Pela Proposigao 3.19 temos

rn(b) <r(b) = Elrn(d)] <E[r(b)] = Ry(b) < Ry(b) =00, VN >3.

Logo,
lim Ry(b) < Reo(b) = oo. (3.10)
—00
Agora vamos analisar o limite inferior de Ry(b), ou seja, lim Ry(b) = lim E[ry(b)].
N—o0 N—o0

Comecamos separando a esperanca em dois eventos complementares. Veja que

lim E[ry(b)] = lim [E(m(b);r(b) < 00) + E(ry(b); r(b) = oo)] -

:NnTn;[/QrN(b)ﬂ{r(b) < oo}dPJr/QrN(b)]l{r(b) :oo}dp} >
> A}ijnlo[/gmv(b)ll{r(b) < oo}dp] +N1%O[/Q7~N(b)1{r(b) - oo}dp]

Pela Proposicao 3.19 temos que 7(b) < oo implica ry(b) = r(b) e r(b) = oo implica
rn(b) = N. Entao a equagao anterior é igual a
Lemade Fatou

lim [/Qr(b)ﬂ{r( ) < oo}dP n hm [ N1t oo}dP}

N—oo N—>oo

> /Q lim [r(B)1{r(5) < oo} ] dP + / lim [N1{r(b) = oo} |dP =

N—oo QO N—oo

_ /Q r(B)L{r(b) < oo}dP + /Q 1{r(b) = o0} lim [N] dP.

N—oo

o0

Como a segunda parcela da equagao anterior diverge temos que

lim Ry(b) > 00 = Ruo(b) (3.11)

N—oo

Pelas Equagoes (3.10) e (3.11) podemos concluir a existéncia do limite, pois

Roo(b) = 00 < lim Ry(b) < Tim Ry(b) < 00 = Reo(b) = lim Ry(b) = Ruo(b) = 0.

N—oo N—oo N—oo
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(ii) Primeiramente vamos analisar o limite inferior de Py(b). Pela Proposi¢ao 3.19,

r(b) = oo implica que ry(b) = N, ou seja, 1{r(b) = co} < 1{ry(b) = N}. Portanto
P(1{rn(b) = N}) > P(1{r(b) = c0}) = Pn(b) > Px(b), VN > 3.

Logo,
lim Py (b) > lim Py (b) = Pxol(b). (3.12)

N—ro0 N—ro0
Agora vamos analisar o limite superior de Py(b), ou seja, J\P_m Py (b) = Nm E[1{rn(b) =
—00 —00

N}]. Separando a esperanga em dois eventos complementares temos

T E[1{ry () = N} = Tim [E(U{ry(5) = N}ir(b) < 00)+E(1{ry(b) = N};7(b) = o) | =

_ Tm [/QIL{TN(b) ~ NYL{r(b) < oo}dPJr/Qll{rN(b) = N}L{r(b) = o} <

< Tim [/QII{TN(b) = NY1{r(b) < oo}dP] +N@O[/Qn{m(b) = NY1{r(b) = oo}dp].
Pela Proposigao 3.19 temos que 1{ry(b) = N}1{r(b) = co} = 1{r(b) = oco}. Realizando

essa substituicao na equacao anterior temos

lim E[1{ry(b) = N}] <

N—oo -

< Nli_)_rréo[/gll{r]v(b) = N}L{r(b) < oo}dP| + i [/Q]l{r(b) = co}dP|.  (3.13)

J/

-~

) B(1{r(b)=00}) = Poo(b)

Agora vamos mostrar que a parcela (x) é nula

Lema de Fatou

Tim [/QIL{TN(b) = N}L{r(b) < oo}dP|

N—oo

< /Q Tim. [IL{TN(b) = N}1{r(b) < oo}} dP = g; /Q 1{r(b) = k} Tim_ []l{rN(b) - N}} dP.
Note que, pela Proposicao 3.19, se r(b) = ko < oo entao ry(b) = ky para todo N grande
suficiente. Logo 1{ry(b) = N} = 0, VN > kq e portanto ]@[ﬂ{m\/(b) = N}] = 0.
Entao, tanto a equagao anterior quanto a parcela (x) sdo iguais a zero. Por isso e pela

Equacao (3.13) podemos concluir que

lim Py(b) < Puy(b). (3.14)

N—oo
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Pelas Equagoes (3.14) e (3.12) podemos concluir a existéncia do limite, pois

Poo(b) < lim Py(b) < Tim Py(b) < Pa(b) = lim Py(b) = P (b).

N—oo N—o0 N—o0

(iii) Por (i) sabemos que R (b) = 00, logo Do (b) = o0 (pois Dy (b) > Ruo(b) — 2).

Primeiramente vamos analisar o limite superior de Dy (b). Temos que

Dy (b) <00 = Dy(b) = lim Dy(b) < lim Dy (b) = 0. (3.15)
N—00 N—o00
Agora vamos analisar o limite inferior de Dy(b), ou seja, lim Dy (b) = lim Elny(b)].
N—oc0 N—o0

Separando a esperanca em dois eventos complementares temos

lim By (8)] = lim [E(ny (5); 7(b) < 00) + E(ny(b); r(b) = o0)| =

N—oo N—oo

= lim [ [ nx(®14r0) < 0c}dP+ [ a®)1{r(b) = so}aP] =

> %[/Qn]v(b)n{r(b) < oo}dp] +Nh%o[/QnN<b>1{r<b) - oo}dp]

Pela Proposigao 3.19 e por (ny(b) > rn(b) — 2), temos que 7(b) < oo implica em ny(b) >
r(b) — 2 e que r(b) = co implica em ny(b) > N — 2. Entao
tin [ [ v @160 < 0c}aP] + i | [ an0)1000) = oo}ar] >
N—ootJQ N—oo-JQ

Lema de Fatou

Jim [/Q(r(b) ~2)1{r(t) < oo}dP| + lim [/Q(N—Q)]l{r(b) = cc}dp|

> /m&ijn;[mb) —)1{r(b) < oo}]dp+/m1:_rr;[<]v_z)n{r(b) :oo}}dP:
- /Q(r(b) —2)1{r(b) < co}dP + /Q 1{r(b) = oo} Nh—>_H<l>o[N — 2] dP.
P

Como a segunda parcela da equagao anterior diverge temos que

lim Dy (b) > 00 = Duo(b). (3.16)

N—oo

Pelas Equagoes (3.15) e (3.16) podemos concluir a existéncia do limite, pois

Do (b) = 00 < lim Dy(b) < lim Dy (b) < 00 = Dyo(b) = lim Dy (b) = Deo(b) = o0.
N—oo N—o0

N—o00
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Caso 2: Suponha que P (b) = P(r(b) = co) = 0. A Proposigao 3.19 ainda é adequada
para demonstrar as partes (i) (ii) para este caso. Na parte (iii) usaremos a Proposi¢ao
3.20, pois esta é apropriada nessa situacao.

(i) Primeiramente vamos analisar o limite superior de Ry (b). Pela Proposi¢ao 3.19

rn(0) <r(b) = E[rn()] <E[r(d)] = Ry(b) < Ry(b) =

= lim Ry(b) < lim R (b) = R (D). (3.17)
N—o0 N—o00
Agora vamos analisar o limite inferior de Ry(b), ou seja, lim Ry(b) = lim E[ry(b)].
N—o00 N—o00

Separando a esperanca em dois eventos complementares temos

i Bl (8):7(6) < o0) + B(ra (0 t) = )] =

N—oo

= lim [/QTN(b)IL{r(b) < oo}dP—I—/ ~N(0)1{r(b) = oo}dP} >

N—oo QT
> Nnjnio[/ﬂm(b)n{r(b) < oo}dp] +Nhjrgo[/ﬂm<b)1{r<b) :oo}dP]

Como P, (b) = 0 temos que 1{r(b) = co} = 0 e portanto 1{r(b) < co} = 1. Além disso,
pela Proposicao 3.19, r(b) < oo implica que ry(b) = r(b). Entdo a equagdo anterior é
igual a

tim [ [ #()aP] = lim Elr(b)] = im Rec(b) = Rec(8).

N—oo N—o0 N—o0

Temos entao

lim Ry (b) > Rao(b). (3.18)

N—oo

Pelas Equagoes (3.17) e (3.18) podemos concluir a existéncia do limite, pois

Roo(b) < lim Ry(b) < Tm Ry (b) < Roc(b) = lim Ry(b) = Ruo(b).
N—oo N—oo

N—oo

(ii) Primeiramente vamos analisar o limite inferior de Py(b). Pela Proposicao 3.19 temos

que 7(b) = oo implica em ry(b) = N, ou seja, 1{r(b) = oo} < 1{rn(b) = N}. Portanto
P(1{rn(b) = N}) > P(1{r(b) = c0}) = Pn(b) > P (b) =0 =

= lim Py(b) > lim P, (b) = Py(b) = 0. (3.19)

N—o0 N—oo
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Agora vamos analisar o limite superior de Py (b), ou seja, Nh_m Py (b) = Nm E[1{rn(b) =
— 00 — 00

N1}]. Separando a esperanga em dois eventos complementares temos

T E[1{ry(b) = N} = Tn [IE(IL{TN(b) = N};7(b) < 00)+E(1{rn(b) = N};r(b) = oo)] —

_ Tm [/QIL{TN(I)) = N}{r(b) < oo}dP+/Q]1{rN(b) = N}{r(b) = oo}aP| <

N—oo

< Tm [/QIL{rN(b) — NYL{r(b) < oo}dp] +N@O[/ﬂn{m(b) = NY1{r(b) = oo}dp].

T N—oo

Pela Proposigao 3.19 temos que 1{ry(b) = N}1{r(b) = oo} = 1{r(b) = co}. Realizando

essa substituicao na equacao anterior temos

Tim [ /Q 1{ry(b) = NY1{r(b) < oo}dp} + Tim_ [ /Q 1{r(b) = oo}dP] . (3:20)

N—oo
NS

*) E(1{r(b)=co}) = Poo(b) = 0

Agora vamos mostrar que a parcela (x) é nula

Lema de Fatou

Tim [/Q]l{rN(b) = NYU{r(t) < oo}dP|

N—oo

g/ﬁ T [1{r(6) = NYL{r(b) < oo)]aP = i/gll{r(b) = k) T [1{rn(®) = N}] P

N—oo
Note que, pela Proposigao 3.19, se r(b) = ky < oo entao ry(b) = ko para todo N grande
suficiente. Logo 1{ry(b) = N} = 0, VN > kq e portanto A@O[H{TN(Z)) = N}] = 0.
Entao, tanto a equacdo anterior quanto a parcela () sdo iguais a zero. Por isso e pela

Equacao (3.13) podemos concluir que

lim Py (b) <0 = Py (b). (3.21)

N—oo

Pelas Equagoes (3.21) e (3.19) podemos concluir a existéncia do limite, uma vez que

Pa(b) =0 < lim Py(b) < T Py(b) < 0= Po(b) = Jim Py(b) = Pu(0) =0

N—oo

(iii) Primeiramente vamos analisar o limite superior de Dx(s). Pela Proposigao 3.20

temos que
v (s) <n(s) = Elnn(s)] < E[n(s)] = Dn(s) < Doo(s) =

= Tim Dy(s) < Tim Du(s) = Da(s). (3.22)

N—oo N—o0
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Agora vamos analisar o limite inferior de Dy(s), ou seja, lim Dy(s) = lim E[ny(s)].
N—o00 N—o00

Separando a esperanca em dois eventos complementares temos

lim By (s)] = lim [E(ny () [€(5)] < N) + E(n(s); ()] = N)| =

N—oo N—oo

tim [ [ ()10 < N3P+ [ av(s)1416(5)| > Nyap] >

> lim [ [ n(1060) < MYP] + tim [ [ an(s)1{1g(0)] = M}ap)

Pela Proposicao 3.20, no evento {|£(s)] < N} temos que nn(s) = n(s). Podemos substi-
tuir ny(s) por n(s) na primeira parcela da equagao anterior, isto é,

lim | n(s)1{|€(s)] < N}P + lim [ ny(s)1{|¢(s)| > N}dP Lema de Fatou
N—oo JQ

N—oco JO

> / lim 7(s)L{|&(s)] < N}dP + / lim 7y (s)1{[€(s)] > N}dP >
Q

N—oo QO N—oo

N

-~

>0

> [ lim o(o)1{lg(s)| < NP
QO N—oo
Note que, para todo N grande o suficiente o evento {|{(s)| < N} sempre ocorre, ou seja,

1{|£(s)| < N} = 1. Entao

N—oo

[ Jim (s 140665)) < NYaP = [ 9(e) lim 1{l€()] < N}aP -

-~

1

= /Qn(s)dP =E[n(s)] = Do($).
Temos que

lim Dy (s) = Doo(s). (3.23)

N—oo

Pelas Equagoes (3.22) e (3.23) podemos concluir a existéncia do limite, pois

Dy(s) < lim Dy(s) < lim Dy(s) < Doo(s) = lim Dy(s) = Doo(s).

N—oco N—oo N—oo
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Comecaremos agora a analisar os limiares criticos definidos anteriormente. O Teo-
rema 3.28 vai garantir a igualdade entre os limiares b? e bl. Para tal, serd necessario
usarmos a equacao diferencial que demonstraremos no Teorema 3.27. Este por sua vez, é
consequéncia dos Lemas 3.25 e 3.26. Primeiramente, vamos definir alguns conceitos que
nos auxiliarao nas demonstragoes destes dois lemas.

Seja II, o Processo de Poisson associado ao vértice z € A(N). Entao 7 € I, N (p, ¢

é equivalente a dizer que 7 é uma chegada do processo II, tal que p < 7 < gq.

Definigao 3.22. Seja § € R, ell, o Processo de Poisson associado ao vértice x € A(N).
Dizemos que o vértice © € d-alcangdvel em (o, 3] se, ({n(9), 0) ~ (z,7) em GRy,
para T € 11, N (o, B].

Como &n(0) = {—1, 0,1}, o vértice x é 0-alcanc¢dvel em (a, ] se, ({—1, 0,1}, 0) ~
(x,7) em GRy, para 7 € II, N (o, 5]. Seja 6 > 0. Entao, se o vértice x é J-alcangdvel
em (a, (], o vértice x é 0-alcangdvel em (o, 5] e vice-versa. Pois, como £x(0) é conjunto-
alcance, temos que ({—1, 0,1},0) ~ (y,9) em GRy, Yy € {n(0). Logo, ({—1,0,1},0) ~~
(En(6),0) ~ (z,7) em GRy. Defina

A((;a’ﬁ] := {Todos os vértices d-alcang¢dveis entre («, (]}.

Definigao 3.23. Seja 11, o Processo de Poisson associado ao vértice v € A(N). Entdo,

T(A((;a’ﬂ]) € o conjunto de todos os T € I, N («, B] tal que o vértice y € A((Sa,ﬂ]'

Observacao 3.24. Seja € > 0, note que:
a?IB a’ﬁ

(a) AF = A7,

(b) Aéo,b] g A[()O’bJrE].

Com essas novas definigoes, e com as observacoes em mente, podemos reescrever o

conjunto-alcance e a duracao de uma b-avalanche como
) = AP e @) =1+ 3 in(n).

Entao
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Lema 3.25. Para qualquer b > 0

Dn(b+¢) — Dn(b)
£

> Dy (b)Ry(b) (1 + 0(1)), quando & — 0. (3.24)

Demonstracao. Comecaremos realizando a subtracao

Dy(b+e)=Dy() = E[ Y in(n)]-E| ¥ awn)] =

reT(ALPFe]) reT(APY)
= E[ X - X ] = E[ ¥ il =
TET(AG""F) reT(AL reT AL+ A0
- B[ ¥ a0 = B[ ¥ i) 325)
reT(Ag" ) reT(abb+e))

Para cada vértice y € A(N), definimos 7 como a primeira chegada em II, depois do
tempo b, ou seja, 7, = inf{T > b: 7 € II,}. Para qualquer y € {y(b), sempre teremos
(€n(b),b) ~ (y,7;) em GRy. Como para cada y € {y(b) pode existir mais de uma
chegada entre b e b+ ¢, isto é, 7 € II,, tal que b < 7; <7 < b+ ¢, temos pela Expressao

(3.25) que

B[ Y ] B[ > aw)] = E[ Y svwb)].  (326)

reT(A"PFe]) yEEN (b) t.q. T} <b+e yEEN(b)

onde sy(y,b) = Hn (7)) 1{7; <b+e}.

Agora acoplaremos ﬁN(T;) com uma varidvel aleatéria menor, independente de 7.
Considere uma representagao grafica GRy. No tempo 77, temos em GRy uma 7,-
subavalanche independente. Seja G R’y a representagao gréifica para esta avalanche. Entao
fin(7y) é um mais a duracdo total de todas as 7,-subavalanches em GR). Definimos
Iy (y,b) como sendo um mais a duragdo total de todas as b-subavalanches em GR'y.

Como 7, > b, todas as b-subavalanches sao 7,-subavalanches em GR). Temos que
ﬁﬁv(y,b)]l{Ty* <bt+e} < an(r,)H7, <b+e} = sn(y,b).

Note que 7y (y,b) é independente de 77 e que 7y (y,b) é distribuido como a duragao de

uma b-avalanche em GRYy, ou seja, E[f(y,b)] = Dy(b). Temos entao

Elsn(y,0)] = Eliy(y,0)l{ry <b+e}] =
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—  Eliy(yD)E{r <b+e}] = DyO)P(r <b+e). (3.27)

Como por definigao 7, > b, temos que
P(ry <b+e) = P(ry<bt+e|r,>b) = Pr;<e) = 1-e° < e
Portanto P(7; < b +¢) = (5 + 0(5)) e a Expressao (3.27) é equivalente a
Elsn(y.0)] 2 Dx(t)(c+0(e)).

Por isso e levando em conta que (s ~ (v, b)> , e portanto (ﬁ?v(y, b)) , 820 inde-
yeA(N) yeA(N)
pendentes de {y(b), temos que a Expressao (3.26) é

E[ Z sN(y,b)] > IE[ Z v (y, ) 1{7; <b+£}]

yen (b) y€én (b)

= > [ 0)1ir <b+el| = Ern®)ER(0.5)] = Ry(B)Dy()(=+o(2)).
y€En (b)

Logo,
Dy(b+e) = Dy(b) > Ru(0)Dy(b)(e+0(2) =

DN(b + 5) — DN(b)
9

> RN(b)DN<b>(1 + o(1>).

Lema 3.26. Para qualquer b > 0

Dn(b+¢) — Dn(b) < Dy(b) Rn(b)

- TRN(Z)) <1 + 0(1)), quando € — 0. (3.28)

Demonstracao. Comecaremos demonstrando que, para qualquer b,e > 0 tal que 0 < € <

<RN(b)> , a desigualdade acima é equivalente a
Dn(b+2)— Dx(b) < Ry(b)Dn(b+e) (5 + 0(6)). (3.29)

Multiplicando ambos os lados da Expressao (3.28) por ¢ a desigualdade nao se altera,

isto é,
Ry (D)

Dy(b+e) — Dy(b) < DN(b)TRN(b)(Ho(g)).
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Como 0 < e < (RN(b)> , entdo 1 —eRy(b) > 0. Logo, podemos multiplicar ambos os

lados da desigualdade anterior por 1 — Ry (b) sem modificd-la, ou seja,
Dy(b+)— Dy(0)(1-2R() < Dx()Rx(b)(s+0(e)) =

= DN<b + 6) — DN(b) S €RN(b)DN(b —+ 6) + DN(b)RN(b)0<€)

No lado direito da equagdo anterior, vamos colocar em evidéncia Ry (b) Dy (b + ¢),

Dy(b+¢)—Dy(b) < Ry(b)Dy(b+¢) (8 + %0(8) >

o(e)
Logo, a Expressao (3.29) é equivalente a Expressao (3.28) como queriamos mostrar. Por-
tanto, basta provar a Expressao (3.29). Agora que reescrevemos a desigualdade de uma
maneira mais conveniente, podemos usar a Decomposicao (3.25) para provar a Expressao

(3.29). Temos entao

Dy(b+¢)—Dn(b) = E[ Z ﬁN(T)]

reT (a0 re)
Para cada vértice y € A(INV), definimos 7, como a primeira chegada em II, depois do
tempo b, ou seja, 7, = inf{7 > b:7 € II,}. Note que, se o vértice x é b-alcan¢dvel entre
(b, b+ €], entao existe pelo menos um vértice y € {5 (b) (pode ser o préprio z inclusive)
tal que 7, < b+¢c e ({n(b),b) ~ (y,7;) ~ (z,7) em GRy, onde 7, € II, N [b,b+ ¢).

Veja a figura abaixo:

b+ e
Te,i R
EN (Te) 1IN (T i)
7';‘ -
En(Ty) N (Ty)
b ® ® o
K——\/H—y—J e
En(b)

Figura 3.7: Qualquer caminho fora do {y(b) deve usar pelo menos uma seta dentro de

En(b).
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Ou seja, o vértice x é b-alcangdvel entre (7,,b + ¢]. Logo,

El Y a0 < Bl X (we+ X avm)] (330

TET(AI()b’b+E]) yGfN(b),TJ<b+6 TGT(A(TJJH-E])

pois, se existir mais de um y € {n(b) tal que 7, < b+¢€, e (En(b),b) ~ (y, 7)) ~ (z,72)
em GRy, onde 7, € I, N (7;,b+ €], entdo 7 (7,) serd contabilizada em (x) mais de uma

vez (em diferentes iteragdes do primeiro somatério). A Expressao (3.30) é equivalente a

E[ Y )] < E[ Y Sxw). (3:31)

reT(APPFe]) yeEN (b)

onde

Sx(y:b) = (in(m)+ Y ()1 <b+e}

et

Agora, vamos provar que a esperanga condicional de Sy(y, b), dado 7, < b+e, é amesma

que a esperanga nao-condicional de 7y (b + ¢). Ou seja, queremos provar que
E[Sw(y, b) ‘ T < b+5} = Dy(b+e). (3.32)

Na chegada 7, em G Ry temos uma 7,-subavalanche independente. Esta subavalanche é
construida via uma representacao grafica independente GR). Se 7, > b+e¢, nada é feito.
Se 7, < b+ ¢, concatenamos a parte de GR)y antes do limiar 7,, com a parte de GRx
depois do limiar 7, deslocada por —y vértices. Denotaremos o resultado por GRn(y,b).

Veja a figura abaixo:
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deslocado

C GRN(y,b)

0 0
C GR N
v i v GR)
A B
0 Yy 0 0

Figura 3.8: Concatenamos a parte de G R}y antes do limiar 7, com a parte de GRy apds

o limiar 7, para construir GRy(y, b).

Como GRy e GR'y sao independentes e 7, ¢ um tempo de parada com respeito a II(N),
GRx(y,b) é também uma representacao grafica. Repare que, temos uma GRy(y,b) para
cada y € {n(b) tal que 77 < b+e.

Note que, Sx(y,b), dado 7 < b+e¢, é a duragdo total de todas as (b+¢)-subavalanches
em GRy(y,b). Entdo a esperanca condicional de Sy(y,b), dado 7, < b+ ¢, é a mesma
que a esperanca de ny(y,b + ¢€), i.e. a esperanca de ny(b+ €). Portanto, a Expressao

(3.32) é verdade. Agora, observe que

BlSynb) 7y <b+el = [ Sunip -
{75 <bte}
_ / Swly,)1{r} <b+e}dP = / Sn(y, )P = E[S(y,b)].
Q Q
Entao temos

E[Sn(y,b); 7 < b+ €] E[Sn(y,b)]
E b * < b = Y =
[SN(y’ )7 < +6} P(r; <b+e) P(r; <b+e)

Com isso e pela Expressao (3.32) temos que

E[Sx(y,b)] = Dy(b+eP(ry <b+2) = Du(b+2)(=+o(e)),
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pois, P(7; < b+¢) = (5 + 0(5)) pelo mesmo argumento usado na Demonstragao do
Lema 3.25. Entao, levando em conta que para qualquer y € A(N), Sy(y,b) e {n(b) sao

independentes temos pela Expressao (3.30) que

El 3 Sxwt)] = Y ElSw@b)] = Rx(®)Dy(b+e)(s+ o).

y€&N (b) yEEN (b)
Logo,
Dn(b+e) —Dn(b) < Ry(b)Dy(b+e) (g + 0(5)).
Portanto demonstramos a Expressao (3.29). O

Agora, com estes dois lemas estamos capacitados para demonstrar o seguinte Teorema.

Teorema 3.27. Para qualquer N > 3, Dy(b) € diferencidvel com respeito a b e

Diy(8) = S Dx(b) = Dy(B) B (B) (3.33)

Demonstracao. A prova deste Teorema segue direto dos dois Lemas anteriores. Pois

combinando as Expressoes (3.24) e (3.28) podemos escrever, quando € — 0,

DN(b)RN(b)<1 +o(1)) < DN(H?_ Dvld) DMM%(HOQ)) .
*) (+%) ) (o) ’

(3.34)
Podemos entao tomar o limite quando ¢ — 0 de todos os termos da desigualdade:

Para (%):

g%(DN(b)RN(b)(Hou))) — DN<b)RN(b)£%(1+o<1)) -
= Dy(B)Rx()(1+1mo(1)) = Dy(b)Rx(b)
Para, (ox): hm<DN(b+€)—D (b)) B QDN@
5 e db
Para (x % £):
l%(DN(b)%(l—l—o(l))) _ DN(b)lg?)(%(lJro(l))) _
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= Dulny (S Jim(1 o) =

—  DyBRxB)(1+lmo(l)) = Dx(b)Ra(b).
Temos entao que no limite quando € — 0, a Expressao (3.34) é equivalente a

Dy(BRN(E) < SDyB) < Du(b)Rn(b)

Pelo Teorema do Confronto segue que

d
@DN(b) = Dn(b)Rn (D).

]

Finalmente, podemos provar a igualdade entre os limiares b? e b” e um Corolario desse

fato.

Teorema 3.28. Os limiares criticos b%, b" sdo iguais, i.e. b = b’.

c’ c

Demonstracio. Pela Desigualdade 3.4, j4 sabemos que b? < b7. Entao para demonstrar

a igualdade basta mostrar que b¢ > 7. Podemos supor entdao que R (b) < oo. Vamos

comegar resolvendo a equagao diferencial do Teorema 3.27,
Diy(b) = D (b)Rn (D).

Integrando ambos os lados da equacao anterior temos

* Diy(x)
o Dn(z)

isto é,
exp <1n (DN(b))> = exp (/Ob Ry (z)dx + C).

Aplicando as propriedades da fungao exponencial

Dy (b) = exp (C’) exp (/Ob RN(x)dx> = Dn(b) = Kexp (/Ob RN(m)dx>.

dac—/obRN(x)dx—l—C = In (DN(b)> —/ObRN(x)derC,

Como Dy(0) = 1, VN > 3 podemos resolver o Problema de Valor Inicial da nossa

equacao diferencial
0
Dy (0) = K exp (/ RN(ac)dac) = 1=Kexp(0) = K-=1
0
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Logo,

Dy (b) = exp </0b RN(x)dm>.

Note que para 0 < x < b temos Ry(z) < Ry(b), VN > 3 (Lema 3.18). Logo,

exp </Ob RN(x)dm) < exp (/Ob RN(b)d:r;) = exp (RN(b) /Ob dac) = exp (bRN(b)>.

Ou seja,
D(t) < exp (bRn (1) ).
Pelo Teorema 3.21 (i) temos Ry (b) < R (b), VN > 3. Logo,
exp <bRN(b)) < exp (me(b)) = Dy(b) < exp (me(b)).

Como vale para todo N > 3 vale para N — 0o. Logo, pelo Teorema 3.21 (iii),

lim Dy (b) < Jim exp (bRoo(b)> = D.o(b) <exp (bRoo(b)>.

N—o0

Como, por hipétese, Ry (b) < 0o temos
Ry(b) <o = exp (bRoo(b)) < 00.
Entao,
Ro(b) <00 = Du(b) < 0.
Portanto 5% > b7. Concluimos assim a igualdade b? = 0" O

Corolario 3.29. Se Ry (b) < oo entao Dy, € diferencidvel e

d

D () = Do (b) R (b): (3.35)

Demonstragao. Comecaremos escrevendo a desigualdade como na demonstragao do Te-

orema 3.27. Quando € — 0 temos

D (b) R (b) (1 + 0(1)) < Dulot ‘2 —Dwld) DN(b)% (1 + 0(1)) .
RS (vr) ) o)

Mas, antes de tomarmos o limite de quando € — 0, vamos tomar primeiro o limite quando

N — oo em cada termo da desigualdade:

Para (V):
Jlim (Dy(0)Rx(B)(1+0(1)) = (1+0(1)) lim (Dx(0)Ry () =
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= (1+o(1)) lim (Dx(®)) lim (Rx() = Dac(b)Rac(b)(1 +o0(1)).
Para (VV):
i (204 =Dy ]&E%o(DN“tff)—DN(b)) _
_ dm(0ne49) — i (v0) - pp bt
Para (VVV): 8
i (Dx(0) o)) = (1o fim (D))

= (ot i (Dy(0) i (220 )

— D)1+ 0(1)) () 0
) AT

Podemos concluir entao que quando N — oo obtemos a seguinte desigualdade, quando

Roo(b)

o (e,

e — 0,
Do (b)Roo (D) (1 + 0(1)) < Dolbt 52 —Dulb) Dm(b)% (1 + 0(1)) .
R ) ) e

(3.36)
Note que, por hipdtese R (b) < 0o e portanto, pelo Teorema 3.28, D, (b) < co. Agora
entao, podemos tomar o limite de todos os termos desta desigualdade quando ¢ — 0:

Para (%):

lig)(Doo(b)Roo(b)(lJro(l))) — Dm(b)Rm(b)lii?)(lJro(l)) -
= Da(®)Ra(®)(1 +limo(1) = Du(b)Rec(t)
Para (%):

Para (x x *):

lim (DOO (b)

e—0



_ . R (b) . _
= Dw<b>l£%(m>££%(l+0<”> =
= Duy(b)Rs(b)(1+ hH(l) 0(1)) = Du(b)Ru(b).
e—
Temos entdo que no limite quando € — oo, a Expressao (3.36) é
Dul)Rad) < TDull) < Dah)Reclt)

Pelo Teorema do Confronto

]

Para sermos capazes de demonstrar o restante dos resultados, precisaremos estudar
o conceito de limiares-barreira. Este conceito é tutil pois, dado os limiares-barreira ,
as aptidoes Xy(n) sao independentes e exponencialmente distribuidas acima de seus
respectivos limiares-barreira.

Para qualquer N > 3 considere o BS-processo em A(N) e seja Xn(n) a cole¢io das
aptidoes no tempo n > 0. Lembre-se que a hipdtese é que no tempo inicial n = 0
todas as aptiddes sao i.i.d. e exponencialmente distribuidas, ou seja, a colegao Xn(0) é

independente e exponencialmente distribuida.

Definicao 3.30. Para qualquer x; < ... < x, € A(N), seja Fnay. 2 (n,.) a funcdo
de distribuicdo conjunta de Xy g, (n), ..., XNz, (n) no tempo n > 0, i.e. para qualquer

by, ...,br € Ry, definimos
FN,II,--qu (n, bl, ceuy bk) = P(Xle (77,) S b17 ceey AXPNJC]C (n) S bk)

No tempo n, para cada vértice = serd associado um limiar-barreira Yn (n). Entao,
seja Yn(n) = {Ynz(n)}eean) @ colegao dos limiares-barreira no tempo n > 0. A

dinamica de associacao dos limiares-barreira é dada a seguir

1. No tempo 0 fixamos Yn . (0) = 0, para todo vértice z € A(N).

2. No tempo n seja x* o vértice com a menor aptidao no tempo n — 1, entao

max{Yy,(n —1),Xn(n—1)} ,x € A(N)\V(z")
0 ,x € V(x").

YVN7z (n) =
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Ou seja, no tempo n os vértices que pertencem a vizinhanga do vértice x* tem seus

limiares-barreira zerados; enquanto os vértices que nao pertencem a vizinhanga de x*

tem seus limiares-barreira inalterados (Y .(n — 1)) ou atualizados para um valor maior

(Xnz+(n—1)). O exemplo a seguir deve deixar claro esta dinamica.

Exemplo 3.31. Para ficar claro como € a dinamica dos limiares-barreira, considere a

b-avalanche abaizo.

4 5 6 0 1 2 3

No tempo n, 0 é o vértice com menor aptiddo.
Tempo n: En(b) = {D} e ny(b) = 0.

4 5 6 0 1 2 3

No tempo n + 2, 0 volta ter a menor aptiddo.
Tempo n 4+ 2: £n(b) = {6,0,1,2} e nn(b) = 2.

=)
»
| 3
| 2

4 5 6 0 1 2 3

No tempo n + 4, a aptidao de 1 ainda estd abaixo de b.
Tempo n + 4: £n(b) = {5,6,0,1,2} e nn(b) = 4.

(@)
| 2

(o)

"
x

4 5 6 0 1 2 3

No tempo n + 1, 1 é o vértice com menor aptiddo.
Tempo n + 1: En(b) = {6,0,1} e ny(b) = 1.

4 5 6 0 1 2 3

No tempo n + 3, 6 é o vértice com menor aptiddo.
Tempo n + 3: £n(b) = {6,0,1,2} e nn(b) = 3.

2 2
2 *
A A
S T R
A A
0 A—h—&

4 5 6 0 1 2 3

No tempo n + 5, a b-avalanche termina.
Tempo n + 5: En(b) = {5,6,0,1,2} e nn(b) = 5.

Figura 3.9: Dinamica dos limiares-barreira.

Observacao 3.32. Ao final de uma b-avalanche, os limiares-barreira de todos os vértices

que foram alcangados pela avalanche (aqueles que pertencem ao conjunto-alcance) sao
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menores que o limiar b. Pois, um vértice ao entrar no conjunto-alcance tem seu limiar-
barreira zerado (ele tem que pertencer a vizinhanga do minimo) e durante uma b-avalanche
todas aptidoes dos minimos sao menores que b (caso nao fossem, a b-avalanche jd teria
terminado); e sio com essas aptidoes que os limiares-barreira sio atualizados. E claro
que se uma b-avalanche é abrangente entao todos os limiares-barreira sao menores que b

ao final de uma b-avalanche.

Agora, vamos demonstrar, por indugao, que dado os limiares-barreira Yxn(n) as ap-
tidoes Xy (n) s@o independentes e exponencialmente distribuidas acima de seus respecti-
vos limiares-barreira. Vamos fixar Yy ,(0) = 0, para todo = € A(NN). Como, por hipétese,
a colecao Xy (0) é i.i.d. temos o passo base da indugdo. Entao, para o passo indutivo,
vamos supor que, para algum n > 0, os limiares-barreira YVy(n) estdo definidos, e que
Xn(n), dado Yy (n), é uma cole¢ao independente e exponencialmente distribuida acima
de seus limiares-barreira. Seja x o vértice com a menor aptidao no tempo n. Entao,

dado Yn(n), e dado Xy .: (n), as aptidoes (X ,(n)) sdo independentes e expo-

yeA(m)\{z}

nencialmente distribuidas acima dos limiares (max{Yyy(n), Xyzx (n)})y6 A\ (x5} De
acordo com as regras de atualizagao, a vizinhanca V(x}) de x é atualizada e suas ap-
tidoes sao trocadas por trés novas variaveis aleatorias independentes e exponencialmente
distribuidas. Entao, definimos
max{Yyy(n), Xnq; (n)} , paray € A(N)\ V(z},)

YN,y (n + 1) =

0 ., paray € V(z}).

Observe que Xn(n+1), dado Yy(n+1), é uma cole¢ao independente e exponencialmente

distribuida acima de Yy (n+ 1), i.e. temos o passo da indugao. Mais precisamente, mos-

tramos que para qualquer x; < ... < xx € A(N), e by, ...,b, € R, temos a representacao

onde O4(.) é a funcdo de distribuigao exponencial acima de s, i.e.

0.() 0 , seb<s
) 1—exp(—b+s) ,seb>s
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e Gnay...ap(n,.) é a funcao de distribuigao conjunta de Yn 4, (n), ..., Yy o, (n).

Os limiares-barreira sao uteis para estudar o comportamento limite do BS-processo,
como podemos ver a seguir. Para qualquer z; < ... < zp € Z, by,....00 € Ry, n >
1 e N suficientemente grande, temos x; < ... < z; € A(N)(mod N), e portanto
Fna. 2. (0,01, ..., bg) estd bem definida. Para qualquer N > 3 e n € N, seja Gy(n,.) a
fungao de distribuigao do limiar-barreira Yy o(n), G (n,.) a fungao de distribuigao mar-
ginal do limiar-barreira Yy 4, (n) e G%(n,.) a funcao de distribui¢ao marginal do limiar-
barreira Y .,(n). Observe que os limiares-barreira sao identicamente distribuidos, isto

é, Gn(n,.) = Gi(n,.) = G%(n,.).
Lema 3.33. Suponha que exista 0 < b. < 0o, tal que para qualquer b < b,

lim sup lim sup G (n,b) =0

N—oo n—00
e para qualquer b’ > b,

liminf liminf Gy(n,b") = 1.
N—oo n—oo

Entao a distribuicdo limite no BS-processo existe e € igual ao produto de ©y,(.), i.e. para

qualquer 1 < ... <z € Z e by, ..., b, € Ry,

N—o00 n—00

k
lim lim FN7117~--,$}€ (n, bl, ey bk> = H @bc(bz)
=1

Demonstragao. A demonstracao é uma simples consequéncia da Representagao (3.37), e
para simplificar realizaremos somente para as marginais bidimensionais Fi 4, 4,(7, -, ., ).

Seja by, by > 0, e observe que para qualquer y,y2 > 0, temos
04, (01)Oy; (b2) — O (01)O,(b2)] < [Oy, (01)Oy, (b2)] + |Op, (b1)O, (b2)| <

< Oy (01)[[Oy, (b2)[ + O, (01)O0 (b2)] < 2 (3.38)

Como Oy, (b1)0O,,(b2) é uma funcao continua em (y,y2), para qualquer 0 < £ < b, existe

0 < d < e tal que
10y, (01)Oy, (b2) — O, (b1)Os, (b2)] < &, para qualquer (y1,y2) € [be — 6, b + 6]

Usando o fato de que a “integral total”é igual a soma das “integrais parciais”, vamos

dividir o “plano” como na figura abaixo:
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prs f et

b, — 8 + AP b

Figura 3.10: Particao do plano.

Temos que

| FN 2y 20 (10, 01, b2) — O (01)Op, (b2)| <

[ ] 100080 ~ 01,0081 ()] dCln. o) <
o Jo ~ -~ .
A

S / / AdGN(na Y1, yQ) + / Ad(G']\/ (TL, Y1, y2) + / Ad(GTN (TL, Y1, 312) +
(1) (2) (3)

+// AdGy(n,y1,y2) // AdGy(n,y1,y2).

Fazendo os calculos para a parcela da Regiao (1) temos que

[ [ 180®08,,0) - 01, (b6, () dCln.p1.1) - <
1)

be—96 oo
/ / dGn(n,y1,y2) = 2/ [dGN(”, be — 0,y2) — dGN(WJ,anQ)] =
0

[GN( be — 6,00) — Gy (n,be — 6,0 )j—[GN(n,o,oo)—GN(n,o,o)H:

N

-~

—0 =0

= 2Gy(n,b. — ). (3.39)

Fazendo os célculos para a parcela da Regiao (2) temos que

[ 1 (t00,.(b:) - 01,000 ()G 1,1) - <
(2)

be—0 0o be—0
2 [ [ dext) = 2 [dGy(noo.m)~dGu(nb-bm)] =
be—06 0
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- 2“@1\;(71,00,66—5) — Gw(n,00,0)] = [Guv(n, b, — &, b. = 8) = G (n, b — 3, O)H -

~
=0 =0

— 2 [G%V(n, be — 8) — G (n, b, — 8, b, — 5)] < 2Gy(n,b. — ). (3.40)

Fazendo os calculos para a parcela da Regiao (3) temos que

[ [ 180008, - 01,0101 () dCln.p1.1) - <
3)

S 2/ / dGN(”aylayQ) = 2/ [dGN(naOOaZD) - dGN(TL, bC + 67 y2>i| -
be—06 Jbe+0 b

c—0

- 2[[@N(n, 50,00) — Gy (1,00, b, — 8)] — [Gu(n, b, + 6, 00) — G (n, b, + 6, b, — 5)}} -
— 2 [[1 — G (n, b, — )] — [GN(n,be + 6) — G (n, b + 6,b, — 5)}} —
- 9 [[1 — G (b +0)] = [GZ(n,b, — 6) — Gy(n, be + 0, b, — 5)]] <

< 2[1—Gn(n,b.+9)]. (3.41)

Fazendo os célculos para a parcela da Regiao (4) temos que

/ /(4)|@yl<bl>@yz<b2>—@bc<bl>@bc<b2>|dGN<n,yl,y2> <

00 be+0 o)
S 2/ / dGN(nuyl)yQ) = 2/ |:dGN(na bc+57 yQ) - dGN(na bc - 57 yQ)i| =
be+6 Jbe—0 be+6
— 2[[GN(n,bc+<5, 50) = G (1, b+, be+ )] — [G (1, b — 6, 00) — Gy (n, bo— 5, bc+5)ﬂ —
= 2 [[G}V(n, be+8) — G (n, be+6, b+ )] — [G(n, b, — 6) — Gy (n, b — 0, bc+5)]] <
< 2 [G}V(n, be +8) — G (n, b, + 8, b. + 5)] -
- 2 [P[XN,M (1) < be + 8] — P[X .0, (1) < b + 8, Xy (n) < b + 5]} -
= 2[P[Xnpa(0) S b+ 8, Xovaa(n) > b+ 3] < 2[P[Xnpa(n) > b +0]] =
= 9 [1 — P[X ., (n) < b + 5]} = 2[1 = Gyln b+ 0)]. (3.42)

Fazendo os calculos para a parcela da Regiao (5) temos que

/ /(5)\@y1<b1>@y2<bz>—@bxbn@bc(bz)\dm(n,yhy2> <

betd  rbe+6 be+6
< 5/ / dGN(nabeD) = 5/ [dGN(nJ)C—i_(Sv y2>_dGN(n7bC_57 yQ) -
be—6  Jbc—6 be—6
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= |:|:GN(TL7 bc+5a b0+6)_GN(n7 bc_da bc+5)j| - [GN(TL, bc+57 bc_é)_GN(na bc_57 bc_é)ﬂ S €.

Combinando essa tltima desigualdade com as Expressoes (3.39), (3.40), (3.41) e (3.42)

temos que
|FN 1 (10, b1, b2) — Oy, (b1)Oy, (b2)] < 4G n(n,b. —0) +4[1 — Gn(n,b. + 8)] +e.
Observe que, pelas hipoteses do Lema, temos

limsup limsup 4Gy(n,b. —0) =0 e liminf liminf 4[1 — Gn(n,b. +6)] = 0.

N—o0 n—00 N—oo n—oo
Portanto,
lim lim |FN,a:1,a:2 (n, bl, b2) — @bc(bl)@bc(bg)‘ < €.
N—oo n—oo
Como € > 0 é arbitrario, o Lema estd provado. O

Agora, definimos uma sequéncia (7j 4, 7; r)jen de tempos de parada, com respeito a

filtragao natural, como a seguir,

1. 704 = To,r € eles sao iguais ao primeiro momento que todos os limiares-barreira

estao acima de b.
2. Para qualquer j € N,

a) Tiy1.4 € o final da primeira b-avalanche de alcance N depois de 7; g.
J+1, 25

b) 7:11.r é 0 primeiro momento depois do tempo 7;,1 4 tal que todas as aptidoes
J+1, J+1L

estao acima do limiar b”.

Para qualquer j € N, o intervalo de tempo []N(b, b") = [7j.r, Ti+1.r) € 0 j-ésimo periodo.

Podemos dividi-lo em,
L. parte de avalanche : I, (b) = [7j r, Tj41,4)-
2. parte de recupera¢ao: IJJ-YR(b, V') = [Tj41.4, Tj4+1,R)-

Veja a figura abaixo:
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j-ésimo periodo

parte de parte de

avalanche recuperacao
i.i.d. i.i.d. i.i.d.
acima de b” acima de b acima de b”
| | |
w w w
Tj,R Tj+1,A Tj+1,R

Figura 3.11: Divisao do j-ésimo periodo.

Observe que a parte de recuperacao pode ser vazia, se no tempo 7,414 a aptiddo
minimal é maior do que b”. Deve estar claro entao que, {IJN(b, v")}jen é um Processo
de Renovagao Alternado, onde os estados sdo parte de avalanche (ativo) e parte de
recuperac¢do (inativo). Com isso podemos usar toda a teoria desenvolvida previamente
para esses processos. Nosso interesse é no valor esperado do comprimento dessas duas
partes.

A duracao da parte de avalanche Ié\f 4(b) pode ser decomposta em duas partes: a
duracao da b-avalanche de alcance N e o tempo de espera até esta b-avalanche. Entao,
seja Wy o tempo de espera tipico antes da b-avalanche de alcance N e seja Ay a duracao
desta b-avalanche. Deve ficar claro que Wy é a soma das duracoes das b-avalanches que
antecedem a b-avalanche de alcance N.

Para sermos mais formais, seja Yy o numero de b-avalanches que precedem a b-
avalanche de alcance N e seja (Z);ey uma sequéncia i.i.d. de varidveis aleatérias dis-

tribuidas como a dura¢ao de uma tipica b-avalanche, condicionado em seu alcance ser

menor do que N. Entao podemos usar Yy destas avalanches para obter Wy, isso é,
Wy = 2\ +---+ 27,

Cada avalanche tem alcance N com probabilidade Py (b), independentemente de todas
as outras avalanches. Logo, a probabilidade de uma avalanche ter alcance menor que N
é1— Py(b) =: P5(b) (pois ndo tem como o alcance ser maior que N). Sabemos que, a

primeira avalanche depois das Yy avalanches tem alcance N. Entao Yy + 1 tem uma
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distribui¢ao geométrica com parametro Py(b) e temos

| ]
o~ = E

E[Vy+1 = —— = E[Yy]+E[] =

~ Py(b) -1

Em palavras, no inicio de uma nova avalanche, primeiro decidimos se a avalanche tem
alcance N ou nao. Se nao, escolhemos uma, condicionada em seu alcance ser menor que
N e a duragdo resultante é a proxima Z. Como, devido & construgio, Yy é independente

da sequéncia (Z});en, temos que

E(Wy) =E(Z) + -+ 28) = EWWEEZY) = (5o — 1)EE).

ou seja,

1 P (b)

E(Wy) = <PN(b) - 1>E<77N(b>‘§N(b) < N) = PN(b)E<77N(b)’§N(b) < N>‘

Portanto

B(11540)) = BOVa+B(Ax) = B (m®en®) < V) + B(mv®en) = V)

PLOE (nx (0)|en(v) < N) + Py®E(nx®)|en®) =N)  po)
= Py (b) = Ay )

Agora, para calcular o valor esperado da parte de recuperacdo, a nossa estratégia

serd parecida com a utilizada na demonstracao do Lema 3.25. Entao com o auxilio da

representagao grafica GRy temos

E(11(0.5)]) = E(n8 00 1)) > E(n 0" — 1))
> (O =+ ot — VDB = 1)) D) = (=¥ -+ ot ~¥)ND(H). (344

Lema 3.34. Suponha que para qualquer 0 < b < b < oo,

. Dy () Py(b)
]\}I_I};ONT(Z)) = 00. (3.45)

Entao para qualquer b” >t/

lim inf liminf Gy(n,b") = 1.
N—oco n—oo
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Demonstragao. Seja 0 < b < b < oo fixo e satisfazendo a Condi¢ao (3.45). Fixe um
b" > U arbitrario. Para qualquer N > 3 considere um BS-processo em A(N), tal que no
tempo inicial todas as aptidoes sao i.i.d. e exponencialmente distribuidas.

Para qualquer tempo n, seja j(n) o nimero do periodo contendo n, i.e. por definigdo
n e IN (b, b"). Suponha que o tempo n esta na parte de recuperagio deste periodo, i.e.

]N

in).r(0:0"). Observe que, durante a b-avalanche de alcance N ao final de ]J].\([n%A(b)

todo limiar-barreira terd sido atualizado para um novo valor abaixo de b (ver Observagao
3.32). Entao, no tempo 7j(n)41,4 — 1, o fim desta b-avalanche, todos os limiares-barreira
estao abaixo de b < b”, e no intervalo de tempo [7j(n)41,4, 1], serdo atribuidos aos limiares-
barreira somente valores abaixo de b”. Logo, podemos afirmar que no tempo n, todos os
limiares-barreira estao abaixo de b”. Assim sendo, temos
Giln, 1) = P(Vo(n) < V) 2 B( () {(Ywaln) <¥'}) 2 P(n € I}, n(0,1)).
zEA(N)

Entao para provar o Lema é suficiente mostrar que

lim inf lim inf P(n eI itn),r (0, b”)) = 1 (3.46)

N—oo n—oo
Esta claro que em todo 7 as aptidoes sao i.i.d. e exponencialmente distribuidas acima
do limiar 0", e em todo 741 4 as aptidoes sdo ii.d. e exponencialmente distribuidas
acima do limiar b. Entao a sequéncia de tamanhos (|I;YA(b)|> . © (!IJJ-YR(b, b”)‘) .
J J
sao independentes, e cada uma consiste de varidveis aleatérias i.i.d.. Como }[ JN A(b)! e
}I JJ»YR(b, b’ )’ tem distribuicoes nao-aritméticas, pelo Teorema 2.27, no regime estacionario

com N vértices temos

E(| 105 1)) |
lim P I % _ , _ .
limP(n € Lint¥)) = g R G AT

B 60D

Substituindo pelas Equagoes (3.43) e (3.44) temos que

1
N 1/
nlgg(}[[”(n c ]( (b b )) > 1+ Dy (b)
=0 +o(t"—b"))ND(¥/) Py (b)

Agora, basta tomar o limite quando N — oo em ambos os lados e notar que, pela hipétese

do Lema, ]\}1_13;0 W@v(b) = 0. Temos entao

1 1
N 1" _ _
J}lm nhrnIP’(n S . r(bb )> > Pl 110 1

1
L+ o= 0 VD) P D)
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Portanto,

lim 1im P(n € 1§, 5(b,6)) = lminf liminf P(n € I, o(0,6)) = 1.

N—o00 n—00 N—oo  n—oo

Entao, acabamos de mostrar que a Expressao (3.46) ¢ satisfeita. Consequentemente o

Lema esta provado. O

Se b > b > b entao Dy(V') > Dn(b) e Py(b) > Py(b) > 0, uniformemente em

c

N > 3. Temos entao o seguinte o corolario do Lema 3.34.

Corolario 3.35. Para qualquer " > b? temos

liminf liminf Gy(n,b") = 1.
N—oco n—oo

Lema 3.36. Para qualquer b < b% temos
lim sup lim sup Gx(n,b) = 0.
N—oo  n—oo
Demonstracao. Seja Py(b, k) a probabilidade que a b-avalanche tem alcance k e Pg (b, k)
a probabilidade que a b-avalanche nao tem alcance k. Seja Dy(blk) a duracao média
da b-avalanche , dado que a avalanche tem alcance k e D (blk) a duragao média da
b-avalanche, dado que a avalanche nao tem alcance k. Decomponha o BS-processo em
uma sequéncia de b-avalanches. Considere um Processo de Renovacao Alternado com
o estado ativo sendo “estar em uma b-avalanche de alcance k”e o estado inativo caso

contrario. Entao a média de tempo gasta nesses dois estados é
E(nN(b), En(b) = k) — Dy (b|k)Py(b, k) (ativo),

E(nN(b), En(b) # k) — DS, (bk)PS (b, k) (inativo).
Como as b-avalanches tem alcance i.i.d. e duracao i.i.d., pelo Teorema 2.27, temos que

. Dy (blk) Py (b, k) Dy (blk) Py (b, k)
Jim Pr(b, k) = D (b]k) Py (b, k) + D% (b]k) P5 (b, k) Dy (b) ' (347)

Para qualquer £ > 3, dado que estamos na b-avalanche de alcance k, temos no maximo

k limiares-barreira abaixo de b. Entao para qualquer N > 3 e k > 3, temos

N k
~Dpn(blk)Pn(b, k
lim Gyo(n,b) = lim P(Yyo(n) <b) < Zk::s]v n(blk) Py (D, )

(3.48)
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Segue da Proposicao 3.19 que os valores de Dy (b|k) e Py(b, k) sao independentes de
N, para k < N. Logo,

=

Dy (b) = Dy (b|N)Py (b, N) + ~ D(b|k)P(b, k).

B
Il

Como, pelo Teorema 3.21, temos que para qualquer b < b?, D, < 0o, entao

lim Dy (b) = = D(b|k)P(b, k) < oc.
k=3
Entao, para qualquer € > 0, existe K (g) > 3 tal que para qualquer N > K(¢),
N N-1
> Dy(lk)Py(bk) < Y D(blk)P(b k) + Dy (b|N)Py(b,N) < e
k=K(g)+1 kE=K(e)+1

Entao o lado direito da Expressao (3.48), para N > K(¢)/e, é pelo menos

o EL Dy (k) P (0, k) + 3100 D (0]k) Py (b, k) _ 52Dy (blk) +

= 2¢,
> is D (blk) Py (b, k) Dy (b)
(3.49)
ou seja,
limsup lim Gno(n,b) < 2e.
N—ooo N7
Como e > 0 é arbitrario o Lema esta provado. O

Com auxilio desses dois Lemas e com a teoria desenvolvida para os limiares-barreira

anteriormente somos capazes de demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 3.37. Se b% = U = b = b,, entdo a distribuicao limite do BS-processo é o

produto de distribuicoes exponenciais acima de b,.

Demonstracdo. Suponha b? = b = b = b.. Entdo, pelo Coroldrio 3.35, para qualquer
b > b,

lim inf liminf Gy(n,b') =1

N—oco  n—oo

e, pelo Lema 3.36, para qualquer b” < b,,

lim sup lim sup G y(n,b") = 0.

N—00 n—00
Entao, pelo Lema 3.33, a distribuicao limite no BS-processo existe e é igual ao produto

de distribuigoes exponencial acima de b.. O]
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Note que a condicao do Lema 3.34 é mais fraca do que a da condicao do Corolario

3.35, e ter a declaragao do Teorema 3.37 seria suficiente para provar que para qualquer
b'>b>0b,
Py (b)Dn (V)

A Ny X

Em palavras, o Teorema acima nos diz que, se os trés limiares criticos coincidirem a
Conjectura 1.2 estard provada. Recordamos que, por hora, foi provado apenas que dois
deles sao iguais (Teorema 3.28).

Agora que estamos equipados com o Teorema 3.37 somos capazes de dar uma cota
para o limiar critico b.. Mas antes de podermos determinar essa cota, serao necessarias
algumas defini¢oes e um Lema.

Para qualquer b > 0, seja £(b) o vértice mais a esquerda de £(b), i.e.
((b) :==min{k € Z: k € £(b)}.

Seja Lo (b) o valor esperado de £(b). Observe que Lo, (b) é decrescente em b, e se torna

—00 no mesmo ponto que a fungdo R (b).

Lema 3.38. Se R (b) < oo, entdo

(b) + 2L.(b).

L —L -1
lim sup (b +e) oo (0) < —I? 5

e—0 £ 2

Demonstracao. Fixe qualquer b > 0, tal que Ry (b) < co. Como Le(.) € Ry(.) tem o
mesmo limiar critico, imediatamente temos L, (b) > —oo. Considere o conjunto-alcance
como uma funcao do limiar b’ > b em GR. Fixe ¢ > 0. Vamos estimar o valor esperado

do seguinte decremento

Ab,e) = L(b+ ) — ((b).

Seja (:L‘(b), T(b)) a posicao e o momento da primeira chegada na superposicao dos Pro-

cessos de Poisson

U m,

z€[4(b),0]

de GR depois do tempo (limiar) b. Segue da definicao de z(b) e 7(b) que
P(T(b) <b+ s‘ﬁ(b) = l) = —(+1)(e+o(e)), quando € — 0,
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P(a(t) = ot =1) = %ﬂ e [L,0]. (3.50)

Além disso, x(b) e 7(b) sdo condicionalmente independentes dado ¢(b). Na representagao
grafica GR, no momento 7(b) temos a subavalanche (g(T(b)), A(7(b))). Se 7(b) < b+e

temos

Albe) < min(m(b)+x(b,e(b)))—e(b), (3.51)

onde m(b) é o ponto mais a esquerda de &(7(b)),i.e.

m() = min{k:ke€ é(T(b))}

Observe que, a distribuicao condicional de m(b) dado ¢(b) depende de ¢(b), mas somente
através do valor de 7(b). Como qualquer b-avalanche “contém”uma 7(b)-avalanche (pois
7(b) < b+ ¢), podemos acoplar m(b) com £(b), a varigvel aleatéria independente de 7(b)

e {(b), e distribuida como o ponto mais a esquerda de uma b-avalanche com origem em

~

0, e assim sendo E({(b)) = L. (b). Entao
min (m(b) + (b, e@))) — ¢(b) < min (@(b) + (b, é(b)) —0(b). (3.52)

As variaveis aleatdrias @(b) e ((b) tem esperanca finita, mas nao temos informagao

sobre os segundos momentos. Para lidar com isso, usamos os truncamentos

Como,

temos, pelo Lema de Fatou, que

lim E(ap (b)) = E(£()) = Loo(b),

M—o0

lim E(ay (D)) = E(((b)) = Loo(b). (3.53)

M—o0

Temos

min (E(b) + x(b),f(b)) o) < <mz‘n(dM(b) + m(b),é(b)))]l{x(b) < () — aM(b)} -
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£(b)—max(ans (b), das (b)) —max(ap (b), an (b))

=Y (au) + o - E(b))ﬂ{x(b) _ x} = YU+ dM(b))ll{x(b) — ((b) +j}.

x=£(b) Jj=0

Combinando a estimativa acima com a Expressao (3.51) e tomando a esperanga em ambos
os lados, temos

—max(aps(b), anr (b))
EAG) < E(1{r(t) <b+e) (+an()1{x(b) = () +j}) =

Jj=0

— max(aps(b),ans (b))

= Z (]l{T <b+e} Z (4 an (b)) 1{x(b) = £(b) + j }|((b) = l)IP’(E(b) =1).
" (3.54)
Como 7(b) e x(b) sdo condicionalmente independentes dado ¢(b), e portanto a(b) e £(b)

sao independente, o lado direito da equacao anterior é igual a

—max(aps(b),ans (b))

SOB(r(b) < el (6) =D)E( 3 (j+anr (b)) |E(6) =1 )P (w(6) = £(0) + j1(6) = P(£(b) =1).

=0

Depois substituindo a Expressao (3.50) na expressao acima, obtemos

-1 — max(aas (b),an (b))
S E((e o) Do (5+an(®)let) = 1)B(ed) =1) =

M (b))
(+an () ) (e +0(e) =

—max(aps(b),a
- E (
0

Jj=

_ ]E( B an(b)(an(b) — 1) 1{an (b) > aM(b)}> (e +o(e)) +

ay(b)(an(b) —

2 1))1{dM(b) < aM(b)}> (e+o0(e) =

+ E((~ (am(®) = Dan(b) +

") 14an ) > au(®)}) (e+ole)) +

an(b)(an(b) — 1)
2

+ E((= (an(®) = Dan () + ))(e+o(e) <

- E( B (anrr(b) — ap(b))? B an (b) — aM(b))I[{&M(b) > aM(b)}> (e+o0(e)) +
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+ (= E(an(0)Ean (1) + E(an (b)) + (E(aﬂg(b))) - EW; (b)))(s + o(e)).

Como, ap(b) e ap(b) saoii.d., a diferenga aps(b) —anr(b) tem uma distribuicao simétrica.

Logo,

E((aM(b) — an (b)) 1{an(b) < aM(b)}> - —E(aM(b) - dM(b)>2.
Temos entao que

IE( B (anrr(b) — ap(b))? B an(b) — aM(b))]l{&M(b) > aM(b)}> (e+o0(e)) +

+ < — E(an(0))E(an (b)) + E(an (b)) + - )(8 +o(e)) =

= (-~ O g, e 4 g2 gl OFy oy -

(Eap(0)? Eay(b)
- <_ > 2

> (e +o(e)).
Substituindo a estimativa acima na Expressao (3.54) resulta em

E(A(b, s)> < (_(Ea;@y + E“g(b))(e +o(e)).

Pela Expressao (3.53) temos
]E(A(b, 5)) - E(e(b te) - £(b)> - E(ﬁ(b + 5)) - E(e(b)) -
= Ll L) < (= 3L+ 5 Lalt)) 2+ o))
Basta tomarmos o limite superior quando € — 0 na equacao anterior. L]
Agora somos capazes de dar uma cota para o limiar critico b.
Teorema 3.39. Com as hipdteses do Teorema 3.37 temos que

b < 2log 2.

Demonstracao. Por definigao temos, £(0) = —1 e entdo L. (0) = —1. Portanto, pelo

Lema 3.38, L. (b) decai pelo menos tao rapida como a solucao de

2(b b
{y’(b) = -+




A equagao diferencial acima pode ser resolvida analiticamente,

2y'(b)

) — 20 "

Integrando ambos os lados temos

2 1og(y(4) ~ log(u) ~ 1) =b+C = L~ y0) =
Resolvendo o Problema de Valor Inicial
—-1=y(0) = T o—orje-1 e%)/?Kl = K= %
Temos entao que
y(b) = ﬁ-
Note que, esta funcao nao esta definida em b = 2log2. Portanto temos b, < 2log2. O

O artigo Critical Thresholds and the Limit Distribution in the Bak-Sneppen Model
23], sem duvidas avanga bastante para comprovar a Conjectura 1.2 sobre o modelo Bak-
Sneppen. A estratégia de estudar o BS-processo como uma sequéncia de b-avalanches
permitiu obter uma série de resultados sobre ao comportamento do modelo. E estes
resultados serao importantissimos para confirmar a conjectura. O método de observar as
subavalanches como um subgrafo da representacao grafica auto-similar também merece
destaque. Sem ele seria dificil demonstrar a maioria dos resultados que foram obtidos no
artigo.

Com tudo que ja apresentamos até aqui, podemos ver que, apesar de ser um modelo
de construgao simples, o Bak-Sneppen é matematicamente dificil. Foram necessarias uma
série de estratégias e conceitos para atingir um resultado significativo. E, apesar de todo

o esfor¢o empregado, ainda nao foi possivel concluir a veracidade de sua conjectura.
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Apeéendice A
Processos de Renovacao

O objetivo desse Apéndice é demonstrar alguns resultados discutidos na Segao 2.2.2. As
demonstragoes aqui apresentadas podem ser encontradas em [25] e [11].

Seja U(t) a funcao de renovagao, observe que

U(t — b, 1] :iP[t—b<Sn<t i( P[S, < t] — [Sn<t—b]> _
AN P[S, < 1] — Z]P’S <t—b = Ut)-U(t—Db). (A1)

Demonstracao. Teorema 2.21:

(1) Primeiro vamos verificar que U * z é localmente limitada. Para qualquer 7' > 0 temos

sup Uxz(t) = sup /Otz(t—u)U(du) < ( sup z(s))U(T) < o0.

0<t<T 0<t<T 0<t<T

Para comprovar que U * z é uma solucao, observe que
_ (4.3) 0 _
Fx(Uxz) = (FxU)xz = (U—-F" )%z =Uxz—z.
Entao
Uxz = z+Fx*x(Uxz)

e portanto U % z é uma solucao de (2.8).

(2) Seja Zy, Zy duas solugoes localmente limitadas de (2.8) em (—oo, 0) tal que

i =z+Fx2Z;
ZQIZ+F*Z2.

(A.2)
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Seja H = Zy — Z,, e portanto H também é localmente limitada. Além disso, se subtrair-

mos as duas equagoes em (A.2) teremos
H = 7Z1-Zy, = Fx(Z1—2%2,) = FxH.
Iterando, para qualquer n > 1,
H = F"=xH.
Assim, para qualquer T' > 0, e pelas Propriedades de convolugao, quando n — oo

sup [H(t)] = sup ‘/ (Zy(t — ) — Zo(t — ))Fn*(dy)] < ((swp H()F™(T) = 0.

0<t<T 0<t<T 0<t<T
Como H é localmente limitada e U(T') < oo implicam que F"™*(T') — 0. Portanto, H =0
(§ Zl Zg ]

Considere a fungao de renovagao U(t), temos que
LU U AR
n=0

= F™t)+FxY FO () = F*()+ F«U(t) = FxU=U-F" (A3)

n=1

e temos uma equagao de renovagao como em (2.8) com Z = U, z = F*.
O primeiro passo para computar as distribui¢oes de A(t) e B(t) é escrever suas respec-
tivas equagoes de renovagao. Comegaremos com A(t) assumindo que o processo é puro.

Fixe um z > 0, entao

PlA(t) <z] = PlA{M) <z,Y; <t]|+P[A(t) <=z,Y] > t].
No evento {Y; > t} temos que A(t) = ¢, entao
PIAMD) <o V> = (1—F)Tpa(t) (A1)

Para o evento {Y; <t} temos

PIA(t) <2, Y1 <t] = Pt=Sy@p-1 <o, N() 2 2] = Y Plt—Snw-1 < 2,81 <t <5,

n=2
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Condicionando em Y] temos

> Pt — Syw-1 S, 81 SE< S, =

n=2
> n—1
Z/P[ Y;) <z, y+ZY<t<y+ZY} dy) =
n=2"0 1=2 =2
i/]:?t_y S -2 <7, Sn—ZSt_y<Sn_1i|F(dy) =
n=2 0

8

Z P t—y— Sy <o N(t—y) =n—1|F(dy) =

n=2v0

> [Pat-u) <o Ny =n]Fan) = [ G-y <slF@0). (49
Combinando as Equagoes (A.4) e (A.5) temos que
PIA(#) <z = (1= F())lpoa(t) +/0 PIA(t —y) < 2] F(dy) (A.6)

que estd na forma da Expressao (2.8) com z(t) = (1 —F(t))1p(t) e Z(t) = P[A(t) < .

Para B(t), continuamos a supor que Yy = 0 e z > 0 fixo. Temos
PB(t) >z] = P[B(t)>x,Y <t|+P[B(t) > xz,Y) >t

No evento {Y; > t}, se B(t) > x entdo Y; >t + x. No evento {Y; < t}, B(t) comeca de
novo em Y7, entao

P[B(t) > 1] = /Ot]P’[B(t —y) > 2 F(dy) + (1 — F(t +2)) (A7)

que estd na forma da Expressao (2.8) com z(t) = (1 — F(t+z)) e Z(t) = P[B(t) > z].
Usando o Teorema 2.21 podemos resolver essas equagoes de renovacao para os tempos
de recorréncia. Resolvendo a equagao de renovagao de A(t), dada na Expressao (A.6),

temos que
PIAQR) <z] =Ux (1 = F) - Lioa)(2)-
Para a equacao de renovacao de B(t), dada na Expressao (A.7), temos que

PIB(t) > 2] = U (1 — F(- +2))(%).

1)



Agora, seja Gy(z) := P[B(t) < x], teremos que

V(tt+0 =) Pt<S,<t+b = Y PS,—t<b =
n=0 n=0
= ) PlSyy —t+Ynpur+ o+ Ya < = D PBE)+ Yy ..+ Y, <b =
n=0 n=0
= D G PO ) = Gy Y T F VO () = G« U(D). (A8
n=0 n=0

Lema A.1. Se F(b) <1 entao
Ult—bt]<(1—F@®)™!
para todo t > b, e, portanto, parat > b,
Stl>1103 Ut,t+b < (1—F(b)™" =c(b) < co.

Demonstragao. Temos a equagao de renovagao, dada na Expressao (A.3),
U=F"+FxU = U-FxU=F" = F"=Ux[F"*-F).

Portanto
1:/0(1—F(t—s))U(ds) > /t_b(l—F(t—s))U(ds).

Note que inf [1— F(t—s)] = [1 — F(b)]. Logo,

t—b<s<t

/,:b“ _F(t—s)U(ds) >

2(1—F(b))/tth(ds) = (1-Fw) (v - v -n) = (1-FE)UE-b1)

Demonstracao. Teorema 2.22:

Comegaremos demonstrando a equivaléncia entre (iii) e (iv). Temos

P[B(t) <] =P[Sne) —t < x] = P[Syp <t +xl.
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Note que, o evento {Snu) < t+ x} é equivalente a dizer que, no intervalo de tempo
(t,t + x| ocorre pelo menos uma chegada do processo, ou seja, {N(¢,t + x| > 1}. Temos
entao que
PlSnw <t+z] =P[N(t,t +z] > 1] =
=Pt — SN@ta)-1 S 0] =Pt + & — Sngya)-1 < 0] = PlA(t + ) < z].
(ii) — (iv): Relembre que no caso puro
PIA() <a] = Ux((1=F)lpa()(t) = Z@) = Uxz(1),

onde z(t) = (1 — F(t))1j4(t). Como z tem suporte compacto, pela Observagao 2.15 z é

dRi e portanto o Teorema Chave da Renovacdo afirma que

t—o00

lim Z(t) = ,ul/oooz(s)ds =

= [0 POt = w7 [[-Fehds = Fifo)

Se o processo é atrasado com distribuicao de atraso GG, entao

t
PlA(t) <z] = PIA(t) <=x,S) >t +/ Z(t —y)G(dy).
0
Observe que
tlim PlA(t) <xz,5 >t] < tlim PSo>t] = 0.

Seja fi(y) == Z(t — y)lpy(y). Como Z(t) é uma probabilidade, temos fi(y) < 1 para
todot >0, y > 0, e assim
lim Z(t) = Fo(x) = lim fi(y) = Fo(z) Vy>0.

t—o00 t—o00

Segue da convergéncia dominada que

| ze=vew) = [ fcan — [ A@c) - .

(iii) — (i): Pela Equacao (A.8)

V(t,t+0b] = GyxU(b) = /bGt(b—s)U(ds), onde Gy = P[B(t) < z].

7



Em [0, 5], U é uma medida finita. Por (iii), para cada x > 0, temos que

lim P[B(t) <z] = limGi(z) = Fy(z).

t—o0 t—o0

Como G¢(b—s) <1 e para cada s temos
tlggo Gi(b—s) = Fy(b—ys).
Segue da convergéncia dominada que

lim V(tt+5 = /bFo(b—s)U(ds) — B U®) = u .

t—ro0
(i) — (ii): Dividiremos essa parte em 3 passos complementares.

Passo 1: Seja z(t) = Ljm—1)n,nn)(t), ou seja,

(i) 1 ,set—nh<s<t—(n—1)h
Z2(t—s) =
0 , caso contrario.

Entao,

t t—(n—1)h
U 2(t) = / At — $)U(ds) = / U(ds) = U(t—nh, t— (n— 1)h]
0 t
pelo Teorema de Blackwell temos

lim Uxz(t) = lmU(t—nh,t—(n—1)h =

t—o00 t—o00

t—(n—1)h 00
= pu't—(n—-1h—(t—nh)) = p'h = u‘l/ ds = M_l/ z(s)ds.
t 0

—nh
Passo 2: Seja z(t) = > "1 calijn_1)n,nn)(t) onde ¢, >0, > ¢, < 0o e h ¢ fixado de modo

que F(h) < 1. Entao:

Uxz(t) = /Oz(t—s)U(ds) = /Ozcnﬂ[(n—l)h,nh)<t)U(d3) =

B ch /tt—(n—l)h U(ds) = ch (U(t —nh, t—(n— 1)h]>.

n=1

Pelo passo 1, para cada n, temos

lim U(t —nh,t—(n—1)h] = pu 'h,

t—o00
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e, como F'(h) < 1, pelo Lema A.1

supU(t —nh,t —(n—1)h] < ¢(h) < oo.

t,n

Portanto, pela convergéncia dominada

t—o00

lim U * 2(t) = ch,u_lh = /fl/ z(s)ds.
0

Passo 3: Seja z dRi, e defina

Zmn [(n— 1hnh)(t) 5 Zm ]]-[n 1hnh)(t)

onde
ma(h) =\ zs) . m,(m) = N zs)
(n—1)h<s<nh (n—1)h<s<nh

Entao Z(t) e z(t) sdo fungdes do tipo considerado no passo 2, pois pela defini¢ao de dRi,

D omy(h) <Y ma(h)
n=1 n=1
Portanto, pelo passo 2,
S a(h)
B Usz) = 7 ) malh o
e
lim Ux2(t) = p 'Y m,(h)h = M.
t—o0 p—t H,

Por fim, como 2z < z < Z, para todo h temos:

—~

h)

g

——2 = limUxz(t) = liminfU=xz(t) <
M t—00 t—00
< liminfU % z(t) < limsupU *z2(t) <
t—o0 t—00
< limsupU*zZ(t) =limU=xz(t) = w.
t—o00 t—o0 H
Assuma h | 0, entao da definicdo de dRi temos
1}551 g(h)—a(h) = 0 e 1}551 a(h) = /0 z(s)ds,
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ou seja, (h) =a(h) = fooo z(s)ds, quando h | 0. Assim, quando h | 0 teremos

/ z(s)ds < liminfU *z(t) < limsupU xz(t) < / z(s)ds.
0 0

t—0o0 t—00

Portanto, pelo Teorema do Confronto, o limite existe e temos o Teorema Chave da
Renovagao, isto é,

o
lim U * z(t) = / z(s)ds

0

t—o00

]

As equivaléncias do Teorema da Renovacao, que acabamos de demonstrar, nos possi-
bilitam demonstrar apenas a mais atrativa. Um método de acoplamento ¢ utilizado em
[18] para provar que, no caso nao-aritmético para um Processo de Renovagao puro, vale
que

lim P[B(t) < z| = Fy(z).

t—o0

Demonstracao. Lema 2.25 Vamos condicionar na primeira chegada M,
PE, =1=PE,=1,M; >t|+PE, =1, M <t]=

t
:Ma:1wﬁ>ﬂ+/PwFﬂma:¢m®y
0

Mas {E; = 1, M; > t} = {A; > t} entao P[E, = 1, M; > t] = P[4 > t] = G°(t). Pela
Propriedade fundamental de renovagao P[E; = 1|M; = s] = p(t — s) para s < t. Isto é, o

processo ¢ reiniciado, independentemente do passado, em cada chegada. Entao temos

p(t) = G°(t) + /0 p(t — s)dF(s), teR,.

Ou de maneira equivalente, p = G° 4 p x F'. Pelo Teorema 2.21, a solucao da equagao

anterior é p = G°+ G° % U entao

mpﬁwwlbw—mmgte&.
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