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Resumo

Modelos de Espaco de Estados, também referidos como Modelos Dindmi-
cos, constituem uma maneira 0til de descrever a evolucdo de varidveis temporais
através de um sistema de evolugao latente estruturado. Integrated Nested Laplace
Approzimation (INLA) é uma recente abordagem proposta para realizar inferéncia
Bayesiana rapida em Modelos Gaussianos Latentes que englobam Modelos Dindmi-
cos. A principio, a abordagem INLA é limitada & estimagoes onde o campo latente
¢é assumido Gaussiano o que inviabiliza a estimacido de Modelos Dindmicos onde o
ruido do sistema latente seja ndo-Gaussiano. O objetivo deste trabalho é descrever
a metodologia INLA, Modelos Dindmicos, e como contornar o problema descrito
apresentando uma maneira de estimacgao utilizando o INLA para Modelos Dindmi-
cos Robustos quando o campo latente segue uma distribuigao t-Student. Estudos de
simulacao para diversos cendrios foram conduzidos enaltecendo a importancia desta
abordagem robusta quando a série temporal apresenta o que é conhecido na litera-
tura como Qutliers Inovativos. Por fim, duas aplicagoes foram conduzidas ilustrando
os modelos apresentados; a primeira aplicagdo em dados anuais de homicidio de mu-
nicipios brasileiros e a segunda em dados mensais de casos de dengue no estado de
Minas Gerais.

Palavras-chaves: Inferéncia Bayesiana. INLA. Modelos Dindmicos. Outliers Ino-
vativos



Abstract

State-space models, also referred as Dynamic Models, is a useful way to de-
scribe the evolution of a time series variable through a structured latent evolution
system. Integrated Nested Laplace Approximation (INLA) is a recent approach pro-
posed to perform fast Bayesian inference in Latent Gaussian Models which naturally
comprises Dynamic Models. Originally, the INLA approach is retricted to perform
estimates where the Latent Field is assumed to be Gaussian distributed, which make
not possible the estimation of Dynamic Models assuming a non-Gaussian distribu-
tion for the latent system noise. The objective of this work is to describe the INLA
methodology, Dynamic Models, and how to overcome this issue presenting a way to
use INLA for Robust Dynamic Models assuming a Student-t Random Field. Simu-
lations under several scenarios were conducted highlighting the importance of this
robust approach when time series present what is called in the literature as Inno-
vative Qutliers. At last, two application were conducted exemplifying the presented
models; the first application is on annual homicide data of brazilian cities and the
second on monthly data of dengue fever of the brazilian state of Minas Gerais.

Key-words: Bayesian Inference. INLA. Dynamic Models. Innovative Outliers
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1 Introducao

Modelos de espacgo de estados, também conhecidos como modelos dinamicos, re-
presentam uma classe de modelos que permite a variacao temporal tanto dos parametros
quanto dos dados observados através de um sistema nao-observado (latente). Eles encon-
tram aplicagbes no ajuste e previsdo de modelos de regressao e séries temporais (para
maiores detalhes ver West e Harrison (1997)). Integrated Nested Laplace Approximation
(INLA) é uma recente abordagem proposta por Rue, Martino e Chopin (2009) para infe-
réncia Bayesiana em modelos Gaussianos latentes onde o foco é nas distribui¢des marginais
a posteriori. Uma descrigao detalhada do método INLA e uma comparagao com os algo-
ritmos Markov Chain Monte Carlo (MCMC) podem ser encontrados em Rue, Martino e
Chopin (2009).

A principal vantagem do método INLA é computacional. Enquanto um algoritmo
de simulacao estocéstica das distribuiugoes a posteriori, como MCMC, pode levar horas ou
até mesmo dias, a metodologia do INLA pode reproduzir um resultado muito aproximado
em apenas alguns segundos ou minutos. Isto se deve ao fato de que a metodologia substitui
a simulacao por um procedimento de aproximacao Gaussiana das densidades condicionais
a posteriori usufruindo das propriedades markovianas do campo latente Gaussiano. No
entanto, a principal limitacao desta metodologia ¢ da exigéncia de que as variaveis do
campo latente sejam todas Gaussianas. Recentemente, Martins e Rue (2012) propuseram
uma alternativa para esta limitacao, realizando uma aproximacao Gaussiana para a parte

nao-Gaussiana e corrigindo-a com um termo de corre¢ao na verossimilhanga do modelo.

Modelos dinénicos lineares e modelos dinamicos lineares generalizados sao uma
ampla classe de modelos que generaliza modelos de regressao e de séries temporais per-
mitindo a flexibilidade de que tanto os parametros latentes envolvidos quanto os dados
observados sao descritos de maneira estruturada evolutiva (MIGON et al., 2005). Mode-
los dinamicos sao compostos por uma equagao observacional e um, ou mais, sistema de
equagoes no qual usualmente os termos de erros sao escolhidos seguindo uma distribui-
¢ao Gaussiana. No entanto, é sabido que a distribuicdo Gaussiana é sensivel a outliers,
o que pode produzir degradacdo na performance das estimagoes (FOX, 1972). Portanto,
podemos estar interessados em construir um modelo mais flexivel, como por exemplo,
baseado em distribui¢oes com caudas mais pesadas ao invés da usual distribui¢do Gaussi-
ana. Tais modelos caem na classe de Modelos Dinamicos Nao-Gaussianos e uma descri¢ao
detalhada, assim como aplicacoes, pode ser encontrada em Kitagawa (1987) e Durbin e
Koopman (2000).
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O objetivo desta dissertacao é avaliar o desempenho da metodologia INLA na
estimacao de modelos dinamicos quando alguma parte das variaveis que compoem o campo
latente nao sdo necessariamente Gaussianas. O capitulo 2 versa sobre a metodologia INLA
e a extensao para campos latentes nao-Gaussianos. No capitulo 3, é apresentada a classe
de modelos dindmicos de maneira abrangente. No capitulo 4, esta presente a contribuicao
metodologica em como realizar inferéncia Bayesiana aproximada usando o INLA para
modelos dindmicos nao-Gaussianos. O capitulo 5 apresenta os estudos de simulacao. O
pentltimo capitulo, 6, é composto pelos estudos de aplicagao a dados reais. Por fim, o

ultimo capitulo, 7, finaliza este trabalho com as discussoes.



13

2 Abordagem INLA

2.1 Introducao

INLA (do inglés, Integrated Nested Laplace Approximation) é uma recente aborda-
gem computacional introduzida por Rue, Martino e Chopin (2009) para realizar inferéncia
Bayesiana em campos latentes Gaussianos, mais precisamente nos casos em que é assumido
independéncia condicional, em uma subclasse de modelos estruturados aditivos chamados
de Campos Aleatdrios Markovianos Gaussianos (do inglés Gaussian Markov Random Fi-
elds), doravante referenciado como CAMG. A principal diferenga desta abordagem com
relacao as abordagens Bayesianas tradicionais é a de que esta metodologia nao necessita de
simulagoes estocésticas das distribui¢goes marginais a posteriori como os métodos MCMC.
Esta abordagem substitui as simulagoes com aproximacoes deterministicas, precisas e,
sobretudo, de maneira rapida na classe de modelos dos CAMG. Este capitulo tem como
objetivo apresentar este método deterministico de realizar inferéncias Bayesianas através

de uma discussao objetiva e exemplificacao desta abordagem.

A qualidade do ajuste com esta abordagem é extremamente alta, tal que mesmo
para, muitos casos, longas simula¢gdes de MCMC nao apresentaram diferencas significa-
tivas do INLA. A principal vantagem ¢é a agilidade computacional que é muito superior
quando comparado com os métodos tradicionais mesmo para um campo latente com alta
dimensao. Outra vantagem é a de que, devido a sua natureza de aproximacao analitica,
o INLA nao sofre dos conhecidos problemas de convergéncia dos métodos MCMC dis-
cutidos, por exemplo, em Gelman e Rubin (1992), Raftery e Lewis (1992), Gamerman e
Lopes (2006).

Antes de discutir sobre a metodologia INLA, apresentaremos a classe de Modelos

Gaussianos Latentes e CAMG em que ela desempenha as inferéncias.

2.2 Modelos Gaussianos Latentes

Formalmente, modelos Gaussianos latentes sdao uma subclasse de um modelo de
regressao aditiva estruturada muito flexivel e extensivamente utilizada. Nesta classe, a
varidvel dependente y; é assumida pertencer a uma familia de distribui¢oes (ndo neces-
sariamente da familia exponencial) onde a média pu; é ligada a um preditor estruturado

aditivo 7; através de uma funcao de ligacdo ¢(-), assim g(u;) = n;. O preditor 7; pode se
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relacionar com efeitos de covariaveis da seguinte maneira aditiva:
nyo 15
U =@+Zf(j)(uji)+25k2ki+6n (2.1)
j=1 k=1

onde { U (-)}’s sao fungoes desconhecidas das covariaveis u, os {5 }’s representam o efeito
linear das covaridveis z e os {¢;}’s sdo os termos nao estruturados. Observe que, nesta
representacao, as covariaveis z representam um caso particular das fungoes desconhecidas
das covaridveis u. Neste modelo, todas as variaveis latentes, isto é «, { f (j)(-)}, {Br} e

{€;} sao assumidas Gaussianas.

Modelos Latentes Gaussianos possuem uma numerosa e ampla lista de aplicacoes.
Em modelos lineares generalizados Bayesianos o modelo corresponde ao preditor linear
n = a+ 3.2, Brzr em que os termos fU)(-) da equacdo (2.1) podem ser utilizados
para modelar algum efeito nao-linear das covariaveis ou introduzir efeitos aleatérios ou
ambos. Em modelos dinamicos, a dependéncia temporal pode ser introduzida fazendo
o indexador 7 na equacdo (2.1) como indexador de tempo ¢ e definindo fU)(-) e uma
covariavel w como f)(u,) = ft(j ), modelando assim um modelo auto-regressivo a tempo
discreto ou continuo ou até mesmo algum processo latente de séries temporais estruturado.
Em modelos espaciais a dependéncia espacial pode ser modelada usando a covariavel

espacial w como sendo fU)(u,) = £, onde s representa a locacdo espacial ou regido s.

Para facilitar a discussdao posterior, é conveniente reescrever o modelo (2.1) como
uma estrutura hierdrquica. De uma maneira simplificada, o primeiro nivel é formado
pela fungdo de verossimilhanca com as propriedades de independéncia condicional dado
o campo latente x = (n, «, f, B) e possiveis hiperpardmetros 6;, onde cada observagao
{yi, i=1,...,n4} é conectada com um elemento do campo latente x;. Assumindo que os
elementos do campo latente conectados as observagoes estao nos primeiros ny elementos
de @, temos

nqg
Nivell: y | x, 0, ~7(y | z,0,) = Hﬂ(yi | z;,07). (2.2)
i=1

No segundo nivel, a distribui¢do das varidaveis do campo latente condicionada a

outros hiperametros @5 é assumida ter distribuicdo Gaussiana multivariada:
Nivel2: @ | 0y ~ m(z | 6;) = N (2;0,Q " (62)), (2.3)

onde N (+; i, Q1) representa uma distribuicdo Gaussiana multivariada com vetor de mé-
dias p e matriz de precisao Q. O campo latente & pode possuir algumas restri¢gées do tipo
Ax = e, para uma matriz A com k linhas e n colunas com rank k, onde k é o niimero de
restrigoes e n é o tamanho do campo latente. O ultimo nivel da estrutura hierarquica é a

designagao de uma priori para os hiperparametros @ = (61, 02):

Nivel3: 0 ~ ().
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2.3 Campos Aleatérios Markovianos Gaussianos

Resumidamente, um CAMG é um vetor aleatério de dimensao finita que segue
uma distribuigdo Gaussiana multivariada. No entanto, um CAMG satisfaz uma suposicao
de independéncia condicional, o que justifica o termo Markoviano. De maneira pratica, um
CAMG ¢ o segundo estagio da estrutura da modelagem hierdrquica de Modelo Gaussano
Latente em que a matriz de precisao Q (62) possui uma estrutura especifica. Antes de
definirmos um CAMG, precisamos conhecer o conceito de grafos nao-direcionados para
representacao da estrutura de dependéncia de um CAMG, assim como algumas proprie-

dades de uma distribuicao Gaussiana multivariada.

Defini¢ao 1. (Grafos nao direcionados) Um grafo nao direcionado G é uma dupla G =
(V,E), onde V € conjunto de nds (ou elementos) em um grafo, e E é o conjunto de ligagoes
{i,j}, onde i,j € E, entdo eziste uma ligagio ndo direcionada entre os nds i e j. Caso
contrdrio, nao hd ligagcao entre os elementos i e j. Um grafo é completamente conectado

se {i,j} € E para todo i,7 €V com i # j.

Definicao 2. Um vetor aleatério € = (x1,...,z,)" tem distribuicio Gaussiana multi-

variada com média p e matriz de covaridncia X, denotado por € ~ N(u,X), se a sua
densidade ¢ do tipo

1

m(x) =

(2m)"/?

1
=2 exp (—2<a: 'S (- u)) Lz e R

Se o vetor x é dividido em duas partes, isto e, * = (mz,mg) e dividirmos seu

vetor de médias e matriz de covaridncia da forma

by by
o= A P AA AB
HpB Ypa Xpn

isto implica em algumas propriedades como:

P1. rp N([J,A,EAA).
P2. 345 = 0, se e somente se x4 e xp sao independentes.

P3. A distribuicao condicional de (x4 | p) ¢ N(pyp, X ap) onde

Hap = Mgt YapXpp (s — pip)
Yap =241 — ZasE55En4.

Notagao 1. Para C € I = {1,...,n}, defina xc = {x; : i € C}. Com —C denota-
se o conjunto I — C, tal que x_¢ = {x; : i € —C'}. Para dois conjuntos A e B, entao

A\B=1{i:icAei¢ B}.
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Podemos agora definir formalmente um CAMG:

Definicao 3. (Campos Aleatérios Markovianos Gaussianos) O vetor aleatério ® = (zy,...,x,)" €
R™ € um CAMG com relagio ao grafo G = (V, E) com média p e matriz de precisio
Q=371 >0, se e somente se sua densidade tem a forma

1

1/2 1 T
ri@) = o 1A e (=5 - ) Q- )

Qi; #0 < {i,j} € EVi# .

Olhando para esta definicao a conclusao que chegamos é de que uma distribuicao
Gaussiana multivariada é um CAMG e vice-versa. No entanto, estamos interessados no
particular caso em que esta distribui¢ao possui propriedades de independéncia condicional
de algum conjunto de variaveis implicando, assim, em uma matriz Q esparsa, de modo
que os algoritmos utilizados para aproximacao de CAMG sao beneficiados por esta propri-
edade e, consequentemente, aumentando a velocidade da metodologia INLA. O conceito
de independéncia é um poderoso conceito a ser entendido, pois ele é a chave para o desem-
penho da metodologia INLA. Seja @ = (1, 9, #3)T um vetor aleatério, entdo z; e 7, sdo
condicionalmente independentes, se para um dado a3, observar z; nao fornece nenhuma
informagao adicional sobre x;. Desta forma, a representacao da distribuicdo conjunta do

vetor @ pode ser escrita como
m(x) = (1 | w3)m(22 [ w3)7(23),
que, por sua vez, € uma simplificacdo da representacao geral
m(x) = w(xy | zo, x3)m (2o | 23)T(23).
Isto ¢, esta propriedade implica 7m(x; | xe,23) = (21 | ¥3) 0 que facilita a inter-
pretacao e representacao.

Como exemplo de um CAMG, considere um processo auto-regressivo de primeira
ordem com erro Gaussiano
i
Ty = ¢It_1 + &4, Et ~ N(O, 1), |¢’ < 1. (24)
As suposicoes de independéncia condicional nao estao dispostas explicitamente,

mas ficam mais explicitas se expressarmos na forma condicional
Ty | O R T N(gbxt—h 1)7

para t = 2,...,n. Assumindo que a distribuicdo de z; é Gaussiana de média zero e

variancia 1/ (1 — ¢?), entdo a densidade conjunta de & é dada por

laton -}
ooyl e (—5e7az).

m(x) =7 ()7 (xe | 1) .. .7 (2 | Tpy) =



Capitulo 2. Abordagem INLA 17

onde a matriz de precisao Q é uma matriz esparsa da forma

1 -0
~6 1+¢* o

¢ 1+¢° —¢
—¢ 1

A relacao entre independéncia condicional e a estrutura da matriz de precisao Q
nao é tao clara na estrutura da matriz de covaridncia ¥ = Q~!, que é uma matriz densa.
Portanto, é dificil de derivar as propriedades de independéncia condicional a partir da
matriz de covariancias, pois ela fornece apenas a informacgao sobre dependéncia marginal,
e ndo dependéncias condicionais. Por exemplo, para n = 7, a matriz 3 do modelo (2.4)

sera

1 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢°
¢ 1 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
¢ ¢ 1 ¢ & ¢ ¢
Y=o ¢ ¢ ¢ 1 ¢ ¢ ¢
ot ¢ ¢ b 1 ¢ ¢
¢ ¢t ¢ ¢ 9 1 ¢
¢° ¢ ¢t ¢P & ¢ 1

Em um contexto mais geral, em um CAMG estaremos interessados na distribuigao
de um subconjunto x4 de & condicionado a ®_ 4, onde A representa um subgrafo de x.
Neste contexto a parametrizacao canonica utilizada sera 1til e um importante resultado

é apresentado como teorema.

Teorema 1. Seja € um CAMG com relagao ao grafo G = (V, E) com média p e matriz
de precisio Q > 0. Seja ACV e B=V \ A onde A, B # @&. A distribuicao condicional
de x o | Tp € também um CAMG com respeito ao subgrafo G* com média Hap € matriz

de precisao Q4 p > 0, onde
Hap = Ha— QE&QAB (xp — pp)
QB = Qua.

Este resultado é poderoso por dois motivos. Primeiro, temos conhecimento expli-
cito de Qy4p através da matriz principal Qa4, entao nenhum cdlculo ¢ necessario para
obtencdo da matriz de precisdo condicional. Construir o subgrafo G4 nio altera a estru-

tura, ele apenas remove os nos nas fronteiras do subgrafo A. Em segundo, uma vez que
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Q,; = 0 se j nao ¢ vizinho de 7, a média condicional depende somente dos valores de p e
Q que estdao em A ou em seus vizinhos (RUE; HELD, 2005).

No contexto da estimacao de modelos dindmicos, que é o escopo deste trabalho,
segundo Migon et al. (2005), os CAMG podem ser vistos como uma generalizacdo de um
modelo linear dindmico para duas ou mais dimensoes. Foi mostrado em Lavine (1999)
que uma priori de um Campo Aleatério Markoviano em uma grade regular é idéntica
a distribuicdo a posteriori dos parametros dos estados de um particular modelo linear
dindmico atualizado com um especifico conjunto de dados. Uma das principais areas em
que os modelos CAMG sao utilizados é em modelos hierarquicos descrita posteriormente.
Neste caso, CAMG formulam a dependéncia estocastica, temporal, espacial ou espaco-
temporal, entre os parametros e, desta maneira, implicitamente entre os dados observados.
Especificamente quando as varidveis sao Gaussianas, a inferéncia é obtida de maneira
bastante direta. No dominio do tempo, esta classe de modelos corresponde portanto aos

modelos de espagos de estados. Para uma discussao mais detalhada dos CAMG ver Rue
e Held (2005).

2.4 Metodologia INLA

O método INLA possui aplicagoes em modelos hierarquicos Bayesianos em que um
vetor & Gaussiano multivariado de dimenséo n é latente (isto é, ndo-observado) e possui
sua densidade multivariada controlada por um vetor de hiperparametros de dimensao m,
onde @ = (0y,...,0,,). Alguns elementos do vetor aleatério & sdo indiretamente obser-
vados através dos dados y, de dimensao ngy. Os dados sao assumidos condicionalmente
independentes dado o campo latente . No caso mais simples em que cada observacao
esta conectada com apenas um elemento do campo latente, a independéncia condicional

implica 7 (y | #,0) = [14 7 (y; | ©4, 0).

O objetivo principal da abordagem INLA é a aproximagao analitica das marginais
a posteriori tanto das varidveis latentes quanto dos hiperparametros do modelo Gaussiano

latente condicionada aos dados observados. Tais marginais podem ser escritas como

nw;|y) = [ wlai ]| 0.y)n(0 | y)ao

n(0; | y) = [ 7(6 ly)do,.

Sendo 7 (- | -) a densidade condicional aproximada dos seus argumentos, o objetivo

da abordagem é construir aproximagoes aninhadas da forma

Roi | y) = [ Flwi | 0,9)7(0 | y)do (2.5)
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7(0; |y) = [ 70 [y)ao-,.

Uma vez que nao dispomos da expressao analitica da condicional completa 7(60 | y)
e m(z; | 0,y) para o cdlculo das densidades marginais de interesse, a abordagem INLA
faz uso de aproximacoes analiticas e de integragdes numéricas em duas principais etapas,

antes das integragoes numéricas, que serao descritas a seguir.
Etapa 1 - Aproximando 7(6 | y)

Pela teoria da probabilidade, temos a seguinte identidade para distribui¢oes con-

juntas
m(x, 6| y)
(0 |y) = ————
(x| 6,y)
A aproximacao da densidade conjunta a posteriori de 6 é proposta como sendo
_ m(x,0,y)
(0| y) o ————F— 2.6
( | ) WG(',B ’ 0>y) x=x*(6) ( )

onde Tg(x | 8,y) é a aproximagdo Gaussiana da condicional completa de & da forma

1
iel
e *(0) é amoda da condicional completa de @, para um dado 6. Neste caso, g; (z;,0,y;) =
log {7 (y; | ©:,0)} e a moda x*(0) é obtida através de algum método de otimiza¢ao como
Newton-Raphson. Sabe-se que quanto mais préximo da configuracao modal é realizada
esta aproximacao Gaussiana, melhor é a qualidade deste ajuste na posteriori dos hiper-

pardmetros. Para uma discussao mais detalhada, ver Martins (2010).

Para isso, ndo é necessdria a representagdo paramétrica de 7(0 | y), apenas é
realizada uma exploracao suficiente em pontos de alta probabilidade para a integracao
posterior, comecando pela configuracao modal, para futuras integracoes numéricas, isto
é, somas finitas. Em Barron, Schervish e Wasserman (1999) o passo-a-passo ¢ descrito em

detalhes que resumo a seguir.

Assuma que 0 = (04,...,0,,) € R™, isto é, o espago paramétrico de cada hyper-

parametro estd definido na reta real. O que pode ser obtido via reparametrizacao.

e Passo 1: Localize a moda de 7(0 | y), otimizando log {7 (0 | y)}. Seja 6* a configu-

ragao modal.

e Passo 2: em 6* compute a matriz Hessiana negativa H > 0. Seja X = H™! que seria
a matriz de covaridncia para 0 se a densidade fosse Gaussiana. Seja ¥ = VAVT

uma autodecomposicao, defina

0(z)=60"+Vv Az
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02

61 61
(@) (b)

Figura 1 — Exemplo de exploragao da conjunta dos hiperparametros

e Passo 3: explore log {7 (0 | y)} usando a parametrizagao z comece pela moda (z = 0)

e ir na direcao positiva de z; com espagamento ¢, até que

log [7{60(0) | y}] —log[7 {6 (2) | y}] < o~

entao faga similarmente na direcao oposta, gerando os pontos pretos no grafico,
e verificar a condicdo na combinacao destes pontos, gerando os pontos cinzas na
Figura 2.1(b).

Etapa 2 - Aproximando 7(x; | 0,y)

No primeiro passo, obtivemos um conjunto de pontos ponderados {0y} para serem
integrados. Nesta segunda etapa, é proposta uma aproximacgao da densidade marginal de
cada varidavel do campo latente 7(z; | Ok, y) fazendo uso da malha obtida na primeira

etapa. Tal aproximagao é utilizada para a integragdo numérica que aproxima (2.5):

(x| y) = zk:%(% | Ok, Y)7 (O | y) Dok (2.8)

Em Rue, Martino e Chopin (2009), trés opgoes sao sugeridas para estimagao de

m(x; | Ok, y). Elas variam em termos computacionais e/ou precisao.

2.4.0.1 Aproximacdo Gaussiana

A aproximagao mais simples e mais rapida é a aproximacao Gaussiana 7g(z; |
0k, y), isto é, esta opcao consiste apenas no uso da marginal da aproximagao Gaussiana do
denominador de (2.6). Neste caso, o tnico custo extra é computar as varidncias marginais

da matriz de precisao de Tg(x | 6,y). Com esta opgao consideramos que
7ie (vi]0,y) = N (1:(0),07(0)).

A aproximacao Gaussiana muitas vezes fornece resultados satisfatorios, no entanto

podem existir erros de locacao e erros devido a falta de assimetria (RUE; MARTINO, 2007).
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2.4.0.2 Aproximacao de Laplace
A segunda opcao, mais custosa, porém mais precisa, é a aproximacao de Laplace

W(a’/" 07 y)
%GGV(w_i | Ty, 07 y) x_i:Xii(l'iya)

Tra(z; | 0,y) o« (2.9)
onde x_; representa o vetor & sem o i-ésimo elemento, Tgg(x_; | 5, 0,y) é a aproximagio
Gaussiana de x_; | z;,0,y e x*,(z;,0) é a configuracio modal de w(x_; | z;,0,y).
Esta opcao é muito custosa, pois é necessario recalcular cada aproximacgao Gaussiana
de Tga(x_; | x;,0,y) para cada valor de z; e de 8, uma vez que esta opgao requer n
fatorizagdes da matriz de precisao e achar a sua configuracao modal em cada passo. Uma
das modificagoes que o método propde é aproximar a configuracao modal, pelo valor médio
* ~
m_i(xi,é) =~ E;G(:z:_i | ZL’Z>
Outra modificacao intuitiva construida reside no fato de que somente alguns z;

que estao “proximos” ao x; devem possuir efeito marginal no x;. Denotando a regiao de

interesse com relagao a distribui¢do marginal de x; por R; (0). Temos que

B ayay — 13 (0) . x; — i (0)
N B A )

para algum a;; (0), i # j. Podendo se considerar uma simples regra para construir R; (6)
tal como

Com isso, usando a regiao de interesse R; (@), apenas serd necessario fatorizar

matrizes esparsas de dimensao |R; (0)] x |R; (0)].

2.4.0.3 Aproximacdo de Laplace Simplificada

Uma terceira opcao, mais rapida que a de Laplace, porém mais imprecisa, de
aproximacao de w(z; | Ok, y) denominada Laplace simplificada também é sugerida. Ela é
obtida realizando expansoes de Taylor de terceira ordem no numerador e primeira ordem
no denominador da equacao (2.9). Conseguindo assim, contornar os problemas de locagao
e assimetria da aproximacao Gaussiana e ainda tendo um desempenho computacional

superior a aproximacao de Laplace. Seja

defina
3

0
4" (@.,0) = 5 log{r (v, | 2;,6))

J z=Bx_(ayle:)
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assumindo a sua existéncia.
Expandindo o numerador e denominador da expressao (2.9) em torno de x; = p; (0)
até a terceira ordem obtém-se
1 5)) 2 1 5)\ 3 3
log {7 (2.0, y)}, —p. = =5 (a17) +2 (a17)" 3 d {115 (6) .0} {05 (8) aiy (0)}+...

76 (2—ilei) jeai

O primeiro e segundo termo fornece a aproximacgao Gaussiana, enquanto que o
terceiro fornece uma corre¢ao para assimetria. Desta forma o denominador da expressao

(2.9) se reduz a
1
log {Taa (i | 2,0, Y)} s —p- (a_,ja,) = constante + 5 log [H + diag {c (z;,0)}|
G

onde H é a matriz de precisao a priori do CAMG com a i-ésima linha e coluna deletada
e c(x;,0) é o vetor de menos a segunda derivada do termo da verossimilhanga avaliada
em x; = B~ (x| ;).

TG

Assim obtemos,
log{7cc (—i | 2,0, Y)}, .—p (& e = COnStante
TG

L s
—gr” Do vars, (x| w2) &Y {11:(8) .0} 75 (8) ai; (8) + ..
je\i

Note que
vars,, (z; | ;) = 032. (9) {1 — corr, (:cz-,xj)Q}

sendo corrs, (x;, ;) a correlacao de z; e x; sob 7. Definindo

VD (g) — ; 3 UJ(?) 6) {1 — corrs (%xj)Q} df’) {1: (0),0} 0, (0)a;; (0)

jeE\i
e
720) = dP {u; (0) .0} {0} (0) ai; (6)}°
jei\i
entao
1 2 1 3
~ (s) _ L/ (s (1) () | (.05 (3)
log {WSLA (a:l | H,y)} = constante + 5 (CEZ ) +7(0)z;” + 5 (:L‘Z ) v (0)+ ...

no entanto, esta equacao nao define uma densidade uma vez que o termo de terceira ordem

é ilimitado. Uma solugdo é ajustar uma normal assimétrica (AZZALINI; CAPITANIO,

1999) de modo que a terceira derivada avaliada na moda seja ’yi(g),a média seja %'(1) ea
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‘A . .. 3 . ey . ~ . . .
variancia seja igual a 1. Dessa forma, 7»( ) corrigird a aproximacao Gaussiana na simetria

e %(1) ajustara a locacao.

Para mais detalhes da aproximacao Gaussiana, Laplace e Laplace simplificada ver
Rue, Martino e Chopin (2009).

2.5 INLA para Campos Aleatérios Aproximadamente Gaussianos

A principal limitagdo do método INLA é a de que o campo latente descrito em (2.3)
deve ser Gaussiano para a metodologia estimar corretamente as densidades a posteriori.
Para a condicional completa de @ ser bem aproximada pelas distribui¢oes Gaussianas des-
critas em (2.6) e (2.9), o vetor latente deve ser, pelo menos grosseiramente, préximo a uma
distribuicao Gaussiana multivariada. Esta caracetristica é basicamente garantida através
da priori Gaussiana que é estabelecida em (2.3). Além disso, outro aspecto é de que as
propriedades de independéncia condicional encontradas em campos latentes se convertem
em problemas de matrizes de precisao esparsas quando o campo ¢ Gaussiano. Isto implica
em grande reducao computacional quando realizando as aproximacgoes Gaussianas, que é
de extrema importancia uma vez que ela deve ser computada para cada %) na integracio

numérica da densidade condicional das varidveis latentes descritas em (2.8).

Uma das principais areas de trabalho que vem sendo desenvolvida ¢ a constante
busca de extensoes para a metodologia INLA para realizar inferéncia Bayesiana rapida.
A extensao da metodologia INLA para modelos latentes nao-Gaussianos também foi dis-
cutida em Resende (2011). Recentemente Martins e Rue (2012) propuseram uma meto-
dologia que permite que o campo latente & possua alguns componentes independentes
nao necessariamente Gaussianos. No entanto, tais distribui¢oes deverao ter um compor-
tamento “aproximadamente” Gaussiano, por este motivo é denominada esta classe como
sendo campos latentes aprorimadamente Gaussianos. A intuicdo mais precisa sobre a

utilizagao deste termo sera dada mais além.

O modelo que estaremos interessados tera a mesma estrutura hierarquica descrita
na Secao 2.3, no entanto com uma modificagdo em uma das etapas. Na segunda etapa,

redefine-se o campo latente como sendo
Nivel 2" : (zg, ne) | 02 ~ (x| 02) = N(26;0,Q1(02)) x [[ 7 (nei | 02) .

onde &g e xyg representam os termos Gaussianos e nao-Gaussianos do campo latente,
respectivamente. Uma vez que uma parte do campo latente nao é Gaussiano, as suposig¢oes
para a aplicagdo da metodologia INLA estao violadas e, portanto, ndo poderiam ser

aplicadas sem nenhuma espécie de correcao desta violagao.

Em Martins e Rue (2012), para o termo “aproximadamente Gaussiano” nao é

dada uma defini¢ao formal da estrutura de densidade para a parte do campo latente nao-
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Gaussiano. O importante é salientar que esta distribuicdo nao deve fugir “muito” das
caracteristicas de uma distribuicao Gaussiana, para que estas sejam bem aproximadas o

suficiente, ao menos localmente, pela densidade Gaussiana.

Uma abordagem alternativa para resolver esta classe de modelos seria, incluir a
parte nao-Gaussiana como hiperparametros da equacao (2.6). No entanto, a maior de-
manda computacional do método INLA estd na exploracao e construcao da malha de
pontos da densidade conjunta dos hiperpardmetros para a aproximacao de (2.6) para as
aproximagoes de 7 (z; | y) e 7 (0; | y). Esta abordagem, apesar de resultar em aproxi-
magoes mais precisas, acarretaria em uma demanda computacional muito maior o que
foge totalmente do escopo da metologia INLA que sustenta seu principal pilar na rdpida
inferéncia Bayesiana. A abordagem proposta fornece bons resultados sem a sobrecarga

computacional.

A extensao do método leva em consideracao a importancia da distribuigao Gaus-
siana das priori do modelo latente. A proposta é aproximar as prioris das componen-
tes ndo-Gaussianas 7 (xn¢ | 02) pela distribuigdo Gaussiana mg (xng | 02) e corrigir esta

aproximacao usando um termo de correcao

T (xNg | 62)

CT =
e (Tne | 02)

no primeiro nivel do modelo hierdarquico, isto é, na verossimilhanca. Consequentemente a

verossimilhanga descrita em (2.2) serd multiplicada pelo termo de corregao resultando em

nq

[T 7(yi | 2:,61) x 7 (®NG | 02) /76 (xNe | 02) -

i=1

Uma maneira alternativa de escrever o primeiro nivel do modelo hierarquico é
definir um vetor e respostas z que ora assume o valor original e ora assume o termo de

correcao
nd+k

Nivell: z | x,0 ~n(z | x,0) = [] 7(z | 2, 0),

i=1

ﬂ-(y’b | ‘riael) 1 S 7 S ng
T (xnGi | 02) /76 (Xng,i | 02) na <i<ng+k

m(zi | ;,0) = {

onde k ¢ o tamanho do campo latente nao-Gaussiano. O campo latente que antes era

nao-Gaussiano, agora passa a ter uma distribuicdo Gaussiana devido a correcao de x ¢

Nivel2: (xg, zng) | 02 ~ (x| 02) = N(26;0,Q7" (02)) X 76 (e | 02) .

Portanto, agora estd viabilizada a utilizagdo da metodologia INLA. O tltimo nivel
do modelo hierarquico continua sendo formado por uma distribuicao a priori dos hiper-

parametros do modelo.
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O modelo hierarquico acima agora satisfaz a representacao de um Modelo Gaussi-
ano Latente descrito na Secao 2.2 e pode portanto ser estimado utilizando a ferramenta
INLA para isto. Martins e Rue (2012) mostraram que o principal impacto desta estratégia
ocorre na aproximac¢ao Gaussiana da condicional completa do campo latente que agora

toma a forma

(x| 0,y) xexp {—;wTQ (0)x + igi (x;) + ndz: h; (xl)} (2.10)
i=1 nat1

onde g;(x;) = log m(y;|z;, @) como antes na equagao (2.7) e

hi(xz;) =1log CT; = logm(xNne, | 02) —log ma(zne,i | 02).

Foi mostrado que a acuracia do INLA nesta situacao depende do comportamento
de h;(x;) que é diretamente afetada pela distribui¢ao de m(zng,; | @2) dos componentes
nao-Gaussianos e pela aproximagao Gaussiana mg(zne,; | 02) para esta distribui¢do nao-

Gaussiana.

Martins e Rue (2012) mostraram que bons resultados sdo obtidos quando 7g(zng.; |

03) é escolhida ser com média zero e com uma precisao muito pequena tais que
a(Tne,i | €2) < Constante

e m(zng, | O2) possui uma distribuicdo ndo muito “distante” de uma distribuicio Gaus-
siana. Neste paper foi introduzido o termo um tanto quanto informal de distribui¢oes
“aproximadamente Gaussianas” (do inglés, near-Gaussian distributions). Esta “restrigao”
assegura que o log do termo de correcao h;(x;) pode ser bem aproximado por uma dis-
tribuicao Gaussiana, mantendo assim uma aproximacao razoavel para a condicional com-
pleta do campo latente, como no caso de Modelos Gaussianos Latentes. Neste artigo, os
autores nao preocuparam-se em definir precisamente o que significa exatamente o termo
“aproximadamente Gaussiana” para esta classe de distribuigdes, apesar de argumentado
que estas distribui¢bes podem ser interpretadas como uma classe de distribui¢des que
permitem algum tipo de flexibilidade no entorno da distribuicdo Gaussiana, permitindo
a adicao de desvios, como por exemplo em termos de assimetria e curtose. Por exemplo,
os autores realizaram estimagoes utilizando INLA para estimar modelos em que alguns

elementos do campo latente possuem distribuicao log-gama e t-Student.
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3 Modelos Dinamicos

3.1 Introducao

Modelos Dinamicos sao uma ampla classe de modelos com variagao temporal dos
parametros, permitindo através de uma maneira probabilistica a introducao de equacoes
que regem a evolugao dos parametros do modelo. Eles sao tteis na modelagem de séries
temporais e modelos de regressdo. A versao mais simples desta classe de modelos foi in-
troduzida por Harrison e Stevens (1976) em que uma série temporal observada univariada
Y | 0 era governada por um sistema de parametros 6; | y em que ambos eram normal-
mente distribuidos. Posteriormente generalizacoes foram propostas e discutidas por Smith
(1979) e West, Harrison e Migon (1985).

Matematicamente, em um caso simples Gaussiano, esta classe de modelos pode

ser escrita como

yt :Ftht‘i_Vt, Vg NN(O,‘/;) (31)
Xt = Gtthl + W, W n~ N(O, Wt) (32)

onde y; é uma sequéncia no tempo da varidvel dependente, X; é uma sequéncia de para-
metros de estados do sistema (latentes) que o descrevem localmente. Assume-se que y; é
condicionalmente independente dado X;. F; é um vetor de variaveis explicativas e G; uma
matriz que descreve a evolugao dos estados do sistema. A equagao (3.2) é a evolugao ou
sistema de equacgoes, definindo a evolugao do vetor de estados. Este modelo é totalmente
especificado pelo conjunto {Fy; Gy; Vi; Wi} e quando essas quantidades sdo conhecidas, o
modelo ¢ linear e os ruidos sdo Gaussianos, X; pode ser estimado analiticamente através

do algoritmo do filtro de Kalman (ver, por exemplo, Harvey (1989)).

Um caso particular dessa classe de modelos é quando o par {F,G}, é constante
para todo ¢ entdo o modelo é referido como sendo um Modelo Dinamico Linear de Sé-
ries Temporais. No caso mais particular ainda em que a variancia das observacoes e das
evolucoes dos estados também sao constantes para todo ¢ o modelo é referido como Mo-
delo Dindmico Linear Constante. Desta forma, este tltimo é caracterizado pelo conjunto
{F;G;V;W} que essencialmente inclui todos os modelos de séries temporais lineares

classicos.

Atualmente, uma ampla op¢do computacional para estimacdo de modelos dina-
micos esta disposta na literatura para o R. O pacote sspir (DETHLEFSEN C.; CHRIS-

TENSEN, 2012) realiza a estimacao de modelos dindmicos quando a distribuigao de pro-
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babilidade da variavel resposta pertence a familia exponencial. Inclui fungoes do filtro
de Kalman e suavizacao. Quando ambos os ruidos do processo observacional e latente
sao Gaussianos e com matriz de covaridncias constantes, a estimacao pode ser realizada
com um algoritmo EM implementado. O pacote dlm (PETRIS, 2010), realiza estimagao
de maxima verossimilhanca, filtragem e suavizacao de Kalman, além de algumas fun-
¢oes baseadas em amostradores estocdsticos para modelos dinamicos lineares Gaussianos.
KFAS (HELSKE, 2010) é um pacote que disponibiliza fungdes para estimagao de maxima
verossimilhancga, amostragem estocastica, filtragem e suavizacao de Kalman, predicao e
simulagao de modelos dindmicos em que o sistema observacional tem distribuicdo Gaus-
siana, Poisson ou Binomial. Ele utiliza a abordagem univariada, também chamada de
processamento sequencial, o que proporciona uma filtragem e suavizacdo mais rapida
e estavel do que o usual filtro de Kalman multivariado. Para uma ampla discussao de

modelos dindmicos, ver West e Harrison (1997).

3.2 Modelos Dinamicos Nao-Gaussianos

Modelos dindmicos nao-Gaussianos correspondem ao sistema de equagoes descrito
em (3.1) e (3.2) onde tanto os ruidos do sistema observavel, quanto os ruidos do sis-
tema nao-observavel podem ter uma distribuicao de probablidade nao-Gaussiana. Foram

amplamente discutidos em West (1981) e posteriormente por Kitagawa (1987).

A principal motivagao para o estudo desta classe de modelos é a flexibilidade dos
modelos de séries temporais a serem comportados. Séries temporais que possuem tanto
mudancas abruptas quanto gradual da média nao sdao muito bem apropriadas para a
modelagem padrao em que os ruidos do processo de evolugao seguem uma distribuicao
Gaussiana. Um modelo com baixa variancia no sistema nao consegue captar saltos, assim
como um sistema com alta varidncia apresenta oscilagoes na tendéncia indesejaveis. Neste
caso, uma distribuicao de probabilidade para estes ruidos que comporte de maneira sa-
tisfatoria os outliers é a melhor opgao. Além disso, uma distribuicdo ndo-Gaussiana com
caudas mais pesadas para os ruidos do sistema observado podem tratar os outliers nos
dados de uma maneira mais adequada do que o convencional ruido Gaussiano. Para tratar
tais situagoes dentro do contexto linear Gaussiano é necessario desenvolver um complicado
modelo que leva em conta tanto variagoes bruscas e suaves nos parametros e existéncia de
outliers nas observagoes. Entretanto, se utilizarmos ambas distribui¢oes com caudas mais
pesadas para o sistema de equagoes, podemos lidar com estes problemas com modelos
mais simples. Para os estados latentes, nosso principal interesse estd em densidades com
caudas mais pesadas que possibilitam a modelagem de séries com mudancas estruturais.
Modelos dindmicos nao-Gaussianos também foram amplamente discutidos em West, Har-
rison e Migon (1985), Harvey e Fernandes (1989), Gamerman D. (2013). Em Gamerman

D. (2013) um ampla classe de modelos dindmicos nao-Gaussianos ¢ definida onde tanto
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os ruidos do sistema observado quanto latente podem seguir distribuicdo nao-Gaussiana,
porém ainda mantendo a disponibilidade analitica de fun¢oes da verossimilhanga marginal
e possibilitando a tratabilidade para realizar predi¢oes de longo prazo, valores faltantes e

espacamento irregular da série.

Atualmente, quando o ruido do sistema latente nao possui a distribuicao Gaussi-
ana, as estimacgoes Bayesianas, na maioria das aplicacoes, devem recorrer a métodos de
simulagoes estocasticos (DURBIN; KOOPMAN, 2000; WEST, 1981). No entanto, um dos
exemplos de uma abordagem aproximativa estd presente em Kitagawa (1989), Kitagawa

(1990) em que a densidade nao-Gaussiana ¢ aproximada por uma mistura de Gaussianas.

3.3 Modelos Dinamicos Utilizando o R—-INLA

Nesta secao serao apresentados modelos dinamicos simulados para ilustracao do
pacote INLA (referenciado a partir de agora como R-INLA) nesta classe de modelos. Atu-
almente somente modelos lineares, isto é, com estrutura linear de evoluc¢ao no sistema
latente, sdo possiveis de se realizar as estimacoes. Além disso, todas as estimativas dos
estados latentes do modelo sdo estimadas com base em toda a informacao disponivel
(estimativas suavizadas), ou seja todas as posterioris de interesse serdo baseadas nas esti-
mativas de 7 (x; | y) ao invés da densidade condicional 7 (z; | y1,. .., y:), isto é, com toda

informagao disponivel para as estimativas.

A estrutura de um Modelo Dindmico Generalizado de primeira ordem, por exem-

plo, que o R-INLA lida nas estimagoes é

Y |77tN<10(yt ‘77t>V)> tzl?"'an
g9 () = Fxy
xt:th’t,l—l—wt, ,’U)tNN<O,W), t:2,...,n.

em que a distribuicao de y; | n; pertence a familia exponencial, a estrutura de evolu¢ao G,
deve possuir uma estrutura de evolugdo linear e o ruido do sistema (ou sistemas) latente
deve ser Gaussiano. Para utilizar o R-INLA como ferramenta de estimacao apenas algumas
especificas estruturas de evolug¢ao devem ser consideradas como, por exemplo, um modelo

de passeio aleatorio de primeira ou segunda ordem.

Seja um modelo, ilustrado na Figura 2, simulado

yt:I't—i—Vt, VtNN(O,V), t:]_,,50
Ty = Tp_q + Wy, wy ~ N(0, W), t=2,...,50

comV =2eW =1.
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States and observations simulated

Response

Time axis

Figura 2 — Simulacao de um passeio aleatorio

Assumindo na estimagao x; ~ N (0, W), V™! ~ Gama (2,4) e W™ ~ Gama (1.5, 1.5)
o codigo para estimar este modelo no R-INLA é

i = 1:n # Indices para o modelo RW1 da biblioteca INLA

formula = y ~ £(i, model="rwl", param=c(1.5, 1.5), constr=F) - 1 # Priori
para precisdo do sistema latente

r = inla(formula, data = data.frame(i,y), family="gaussian",

control.family = list(hyper = list(prec = list(prior = "loggamma", param =
c(2,4)))), control.predictor=list(compute=TRUE))

Alguns resultado da estimagao dos estados latentes z; assim como a posteriori dos
hiperparametros pode ser verificado utilizando o r§summary . random e r$marginals.hyperpar,
respectivamente. A Figura 3 ilustra alguns exemplos gréaficos que podem ser gerados com

o objeto retornado pela funcao inla através da funcao plot.

Precisdo do sistema observado Precisdo do sistema latente

Figura 3 — Estimagoes do Modelo Dindmico Gaussiano



Capitulo 3. Modelos Dinamicos 30

Modelo Poisson Beta 1 Precisdo a posteriori do sistema latente

Figura 4 — Estimacoes do Modelo Dindmico Poisson

Em um segundo exemplo de modelagem utilizando o R-INLA, assuma um modelo

dindmico com resposta Poisson com a presenca de uma covariavel:

Yi | pu ~ Poisson (1)
log(,ut) :6O+61tX1 t= 1,,100
Bre = Br,—1) + wiy, wyy ~ N (0, W7) t=2,...,100

Observe que neste caso nao possuimos hiperparametros associados a verossimilhanca
do nosso modelo, apenas a precisao <W1_1> do ruido do parametro que acompanha a
covariavel. Assumindo W; = 0.5 na simulagdo, uma priori vaga para o intercepto e
uma priori informativa para a precisao do sistema lantente como Gy ~ N (0,1000),
Wy ~ Gamma (3,1.5) e ainda 51; ~ N (0,0.5) temos uma modelagem utilizando o R-INLA

como segue na Figura 4.

O céddigo para a estimacgao deste modelo segue:

index = 1:n # Indices para o Beta 1
formula = y ~ f(index, x1, model="rwl", param=c(3,1.5), constr=F)
r <- inla(formula, family="poisson", data = data.frame(index,y), control.fixed

= list(mean.intercept=0, prec.intercept = 0.001), control.predictor=1list(compute=TRUE))
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4 Contribuicao

Como visto no Capitulo 2, Modelos Gaussianos Latentes sao uma ampla classe que
inclui muitos dos modelos utilizados na comunidade aplicada, como por exemplo, mode-
los de volatilidade estocastica, modelos lineares generalizados e mapeamento de doencas.
Apesar de Modelos Dindmicos se encaixarem naturalmente na classe de Modelos Gaus-
sianos Latentes, antes nao era possivel ajustar a maioria dos modelos dinamicos com as
ferramentas disponiveis no R-INLA. Ruiz-Cérdenas, Krainski e Rue (2011) apresentaram
uma maneira que permite utilizar o R—-INLA para realizar inferéncia Bayesiana em modelos
de espacgo de estados que nao eram antes disponiveis. No entanto, a abordagem deles nao
inclui os modelos dinamicos nao-Gaussianos onde o erros do sistema latente possuem uma

distribuicdo nao-Gaussiana, como por exemplo distribui¢cbes com caudas mais pesadas.

Este capitulo tem por objetivo apresentar a metodologia utilizada para a estimagao
de Modelos Dinamicos com estrutura de ruidos nao necessariamente Gaussianos. Uma vez
que o R-INLA ja possui implementado diversas verossimilhangas para os dados observados,
estaremos interessados em apresentar formalmente como realizar inferéncia Bayesiana
aproximada para Modelos Dindmicos quando nao assumimos a distribuicdo Gaussiana
para o ruido do sistema (ou sistemas) latente. Além disso, este capitulo introduz uma

recente abordagem proposta para uma classe de parametros especifica.

4.1 Estimacado de Modelos Dinamicos no R—INLA: Framework

Atualmente, somente uma pequena gama de modelos dindmicos lineares podem
ser estimados diretamente utilizando o R-INLA, tais como modelos auto-regressivos de
primeira e segunda ordem. Ruiz-Cardenas, Krainski e Rue (2011) apresentam como ajustar
basicamente qualquer estrutura linear dinAmica Gaussiana pelo R-INLA. E vélido destacar
que a abordagem INLA poderia ser utilizada para estimar qualquer estrutura dindmica
que pudesse ser escrita como um modelo Gaussiano latente descrito na Secao 2.2, no
entanto a abordagem apresentada aqui é motivada para superar algumas limitacoes do
R-INLA.

Neste paper ¢ ilustrada uma abordagem genérica para estimar modelos dindmicos

baseada em uma estrutura aumentada utilizando um simples modelo de passeio aleatério
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de primeira ordem como um exemplo ilustrativo:

w=a+v, v,~NOV) t=1,..n (4.1)
ar = a1 +wy, wp~NOW) t=2,..n. (4.2)

A chave desta abordagem é igualar a zero, tantos quantos forem, os sistemas de

equagoes latentes. Neste exemplo,

O:at—at_l—wt, thN(O,W), t=2,...,n. (43)

Entao é contruido um modelo alternativo em que adicionamos estas novas “ob-
servagoes zero falsas” de (4.3) nas verdadeiras observagoes {y;, t = 1,...,n} da equagdo
(4.1). Adicionalmente, eles assumem que estas “falsas observagoes” seguem uma distribui-
¢ao Gaussiana com uma precisdo muito alta e fixa com média dada por ¢; = a; —a;—1 —wy
para representar o fato de que estas observagoes seriam, na realidade, deterministicamente
conhecidas. Neste exemplo, a verossimilhanga tera agora dimensao n + (n — 1) onde os
primeiros n elementos sao correspondentes as observagoes reais e os demais n — 1 ele-
mentos serdo as observagoes “falsas”. Todas as demais entradas na matriz de respostas
serao preenchidas com valores nulos (NA’s) e o nimero de colunas aumentadas serd igual
ao numero de equagoes latentes no modelo dindmico estimado. A nova estrutura deste
modelo resulta em uma matriz de resposta que sera fornecida para o R-INLA da seguinte

forma:

U1 NA_
yn NA
NA 0

NA O

A estimagdo nesta nova estrutura se da fornecendo diferentes verossimilhangas
para as colunas das observagoes (duas, neste caso), uma para as n observacoes e ou-
tra para os n — 1 “falsos zeros”. Desta forma, condicionados aos estados lantentes, as
observagoes na primeira coluna sao assumidas seguir uma distribuicao Gaussiana com
precisao V! e, condicionados aos valores a;, a;_1 e wy, os valores zero na equagao (4.3)

sao deterministicamente conhecidos com variancia “nula”.

Para se estimar os estados basta apenas conhecer os ruidos wy, t = {2,...,n} que
sao os termos desconhecidos no sistema de equacoes. O grande segredo por tras desta
nova formulacao é de que nao existe informagao nenhuma sobre os estados latentes além
de tunica e exclusivamente sua estrutura de evolucao temporal. Esta evolucao é acessada

através de vetores de indices que conectam as observacoes nos seus respectivos valores
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de a;, a;_1 e wy. Os termos do a;_1 s@o modelados como copias dos termos a; através do
atributo copy do R-INLA, fazendo com que a posicao k + 1 do indice do a;_; seja igual a
posicao k do indice do a;. Observando que os tinicos termos estocasticos deste sistema de
equagoes sao os valores de w;, espera-se que os estados latentes possam assumir qualquer
valor do espaco paramétrico, o que induz a definicao do vetor a como sendo variaveis
aleatorias Gaussianas com uma pequena e uma fixa e baixa precisao. Seja y o vetor de
respostas obtido, todas estas modificagdes impactam o codigo do R-INLA da seguinte

forma:

m <- n-1

Y <- matrix(NA, n+m, 2)
Y[1:n, 1] <- y # Primeira coluna
Y[1:m + n, 2] <- O # Segunda coluna

i <- c¢(1:n, 2:n) # Indices para a_t

j <= c(rep(NA,n), 2:n -1) # Indices para a_(t-1)
wl <- c(rep(NA,n), rep(-1,m)) # Pesos para a_{t-1}
1 <- c(rep(NA,n), 2:n) # Indices para w_t

w2 <- c(rep(NA,n), rep(-1,m)) # Pesos para w_t

# Formulando o modelo
# Os estados a_t seguem uma distribuigfo Gaussiana com fixa e baixa log-precisdo(-10)
# Os termos w_t seguem Distribuigio Gaussiana com varidncia W desconhecida
(hyperpriori default no exemplo).
formula <- Y ~ f(i, model="iid", initial=-10, fixed=T) + f(j, wl, copy="i")
+ £(1, w2, model ="iid") - 1

# Duas verossimilhangas s&o fornecidas no argumento das familias

# Observe que um valor alto e fixo (10) para a log-precisfo das observagdes
falsas

modelo <- inla(formula, data = data.frame(i,j,wl,w2,1),

family = rep("gaussian", 2),

control.family = list(list(), list(initial=10, fixed=T)),

control.predictor=1list (compute=TRUE))

Pode ser mostrado que esta modificacao, quando comparada com a abordagem de

modelagem padrao, possui um impacto na matriz de precisdo da condicional completa y |
-1 _ -1 _ _ _

V,W. Denote por V' =7y W =1y, &1 = (22,23,...,%Tpn), T_py = (T1, T2, ..., Tp_1),

w = (wy,ws,...,w,) e v = (vg,03,...,0,), podemos representar o sistema de equagoes
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composto por (4.1) e (4.3) da seguinte forma matricial

y=x+wv (4.4)

r i =x_,+w. (4.5)

A verossimilhanga para este modelo é dada por

ylam oo (-2 y-o) y- o)

utilizando uma priori seguindo um passeio aleatorio de ordem 1 para o vetor x, obtemos
uma condicional completa x | Ty exp{—TTWwTRw}, onde esta matriz R possui a

seguinte estrutura

1 -1 0 0
-1 2 -1 0 0
0o -1 2 -1 0
R =
0 -1 2 -1 0
0 -1 2 -1
0 0 -1 1

Entao a distribui¢ao conjunta

y | v, Tw « /exp{—g/ (y — :U)T (y—x) — T;Va:TRa:} dx

que pode ser expressada, depois de alguns calculos, como
L 7 2 -1
y | Tv, Tw o exp —5Y (TVIn - TvQx ) ydx
com I,, sendo uma matriz identidade n X n e

QX = (TvIn +TwR) .

Agora, para verificar qual o impacto desta abordagem utilizando esta verossi-
milhanga “aumentada” com observagoes “falsas” vamos construir a mesma distribuicao
condicional com esta nova estrutura. Seja 0 um vetor (n-1)-dimensional de valores nulos

ed=(ry— 21,23 —Tg,...,Ty — Typ_1), & equagao (4.5) pode ser reescrita

d=w—70=d—w.

A parte da verossimilhanca responsavel por estas observagoes “falsas” sera dada

por
To

0|d,'wocexp{ 5 ('w—d)T('w—d)},
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onde 7j representa a alta precisao para a diferenca observada “simulando” que os zeros nao
sao estocasticos e foram observados deterministicamente. Assumindo, portanto, prioris

Gaussianas para os termos estocéasticos que faltam

x | Tx X exp 5T
w | Ty o< exp L ww
com Tx sendo uma precisao fixa e baixa para os estados x. Observe que esta suposi¢ao
permite que os valores dos estados possam assumir, praticamente, qualquer valor da reta

dos reais.

Para obter a distribuicao preditiva conjunta de vy, condicionada aos hiperparame-

tros, se integra em relagdo aos termos estocésticos:

y| v, w,T0,7x < [ [ exp{—g/(y—:c)T(y—az)—TQD(w—d)T(w—d)}

X exp {—?mT:c — 7—;V'wT'w} dwdx

o exp {—TgyTy} /exp {—7;/ (ach - 2yT:1:) - %de - T;(mT:L'}

X /exp {—7;) (wTw — 2dTw) — T;VwTw} dwdx

onde
2
T0 (T T ™W._ T 7o T
/exp{—2< w — 2d w) — ?w 'w}dw ocexp{2(7_o+7_w)d d}
e d'd = " Rz. Além disso, temos que 1) — LR Tw, implicando que

TO+TW TO+TW

1 2
VT } expd —= |7 (v + 7x) In + 10R — o R)z—-2ryyTx dx
2 2 T0 + TW

Q
2
kel
|
|
<
<

y | v, Tw, 70, TX

R
@
%
k!

onde
To

—1
' 1+ (
QX (TV+TX) + 7'0—|—TW

TW) R. (4.6)

Observando (4.6) nota-se que o impacto de utilizar esta estrutura aumentada se
da em dois fatores na matriz Q}l* da distribuicao conjunta de y condicionado aos hiper-

parametros. O primeiro é a mudanca de nivel de 7 dada pela baixa precisao assumida

70

To+Tw)

para o campo latente Ty, a segunda é a reducao da precisao Ty pelo fator (

trivial verificar que a medida que 7x — 0 e 7y — oo implica em Q% — Q.
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4.2 Utilizando o R-INLA para Modelos Dinamicos Nao-Gaussianos

Estamos interessados agora em combinar a metodologia apresentada na Secao 2.5
de utilizacao do INLA para Campos Aleatorios Aproximadamente Gaussianos utilizando
a nova estrutura estudada. O objetivo principal é formalizar o link de ambas estruturas
e como podemos utilizar esta nova metodologia para a estimagdo de modelos dinadmi-
cos quando assumimos uma distribuicao diferente da Gaussiana para o ruido do sistema
lantente usando o R-INLA. Além disto, é importante enfatizar que modelos dinamicos
representam uma classe de modelos em que existe uma estrutura de dependéncia condi-
cional para os estados latentes. As contribuicoes a seguir podem ser divididas em dois
aspectos: 1) Nao estamos necessariamente assumindo modelos independentes como exi-
gido em Martins e Rue (2012), 2) Estamos extendendo Ruiz-Cardenas, Krainski e Rue
(2011) explorando o formato 14 apresentado e viabilizando o uso do R-INLA para Modelos
Dindmicos nao-Gaussianos, fazendo com que a abordagem deles seja uma subclasse dos

modelos apresentados aqui.

Ao invés de assumir que as observagoes “falsas” de (4.3) seguem uma distribuicao
Gaussiana com alta e fixa precisao e média dada por ¢; = a; — a;_1 — w;, assumiremos que
estas observacoes artificiais seguem uma distribuicao Gaussiana com variancia W e média
n; = a; — a;—1, 0 que € uma representacao equivalente, uma vez que esta modificacao
facilitara a transicao de conceitos quando estendermos esta abordagem para os modelos

dindmicos de interesse.

Para entender melhor qual o impacto dessa modificacao, assim como entender como
fazer a analogia entre o INLA para Campos Aleatérios Aproximadamente Gaussianos e
o framework do R-INLA utilizado em Ruiz-Cardenas, Krainski e Rue (2011), acreditamos
que escrevendo o modelo utilizando a estrutura hierarquica similar definida na Secao 2.2
sera mais facil de entender como essa estrutura afeta a definicio do modelo e como tal
definicdo do modelo afeta o INLA. Similarmente, temos um vetor de resposta extendido

(ou aumentado) com z; =y; se i <nez =0sen<i<2n—1le
e Nivel 1. z | 2,0 ~ 7 (2 | z,0) = [[2","' 7 (2 | 2:,0), onde

m(yilzs, V) para 1 <i<n (1)
m(zilx;, W) paran<i<2n-—1 .

7(zi|z;,0) = {
com 7(y;|zi, V) ~ N(yi; 24, V) e m(zi|xi, W) ~ N(0; 2;, W). Notando que, como mencio-
nado anteriormente, foi utilizada uma distribuicao Gaussiana com variancia dada por W
para a verossimilhanca das observagoes artificiais. Internamente, para o R-INLA, o campo

latente é definido como

o Nivel 2. @ = (N1, .o, My Mt 1y s M2n—1s A1y -y Gy
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onde a ¢é dada por prioris Gaussianas independentes com baixa e fixa precisao, n; = a;+ $;
¢é o preditor linear conectado com a observacao y;, parat =1,....,.nen = a; — a;_1 + St
¢é o preditor linear conectado com as observagoes zeros, parat =n+1,....2n — 1, e s é
um pequeno ruido representado por uma distribuicao Gaussiana com média zero e alta
precisao para eliminar um problema de definicdo de posto da matriz de precisdo de x

nesta representacao. Por fim, prioris sao designadas para os hyperparametros do modelo
e Nivel 3. V ~ IG (a,,b,), W ~IG (ay,by)-

Agora, analisando a representagdo hierarquica acima sob o enfoque da estrutura
discutida na Segao 2.5 vemos que a abordagem da estrutura aumentada de Ruiz-Céardenas,

Krainski e Rue (2011) é, na realidade, uma aproximacgao da forma
7(a) o constante (4.8)

para uma distribuicao Gaussiana com matriz de precisao @, = W 'R onde R é dada por

1 -1 0 0
-1 2 =1 0
0 -1 2 -1

-1 2 -1 0
o -~ 0 -1 2 -1
o -~ 0 0 -1 1

onde esta aproximacao € corrigida na verossimilhanca através da adicao de seguinte termo

de correcao
2n—1

i=n+1
com 7(z;|x;, W) definida na equagado (4.7). Uma vez identificado isto, nota-se que ambas a
log-verossimilhanca ¢;(x;) e o log do termo de corregao h;(z;) da equagao (2.10) possuem
formas quadraticas, o que implica que, no contexto de Ruiz-Cardenas, Krainski e Rue
(2011), a condicional completa do campo latente m(x | y,0) é Gaussiana, implicando
no fato de que o R-INLA fornece resultados exatos ao menos de um pequeno erro de

integracao.

Agora, para estender os resultados obtidos de Ruiz-Céardenas, Krainski e Rue
(2011) e Martins e Rue (2012) para ajustar modelos onde o ruido do sistema latente

possua uma distribui¢do nao-Gaussiana vamos utilizar o seguinte exemplo ilustrativo

y=a+uv, v~NOV) t=1..n (4.9)
ay = a1 +wy, wp~t0,7,v), t=2..n. (4.10)
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que pode ser visto como a seguinte estrutura hierarquica

Yt | CLt,V ~ N(at,V)
Qg | a¢—1,T,V Nt<at—177-7 V)

T~w(r), vern(v), Ve~r(V)

salientando o fato de que o campo latente nao é Gaussiano. Note que a distribuicao de vy
em (4.9) poderia possuir uma distribui¢do nao-Gaussiana também, uma vez que fungoes
de verossimilhangas nao-Gaussianas ja estdo implementadas no R-INLA, mas utilizando
uma distribuicao Gaussiana aqui fard com que o impacto da nao-Gaussianidade de w;
seja mais facilmente visivel e analizavel. Como mencionado no Capitulo 1, a motivacao
de se utilizar distribui¢bes com caudas mais pesadas, como a distribui¢ao t-Student, no
lugar da usual Gaussiana no ruido do sistema latente é com o objetivo de robustificar o
modelo. Neste caso, robustez do modelo significa que o sistema dindmico é menos sensivel
a diferentes tipos de outliers e permitindo uma maior variabilidade de w; poderiamos
acomodar melhor o que sao chamados outliers inovativos na literatura de séries temporais
(FOX, 1972; MASRELIEZ; MARTIN, 1977; QUARRIE; TSAI, 2003). Este tipo de outlier é
caracterizado pelo efeito nas observagoes subsequentes, tal como uma mudanca estrutural

na média do processo, como pode ser exemplificado na Figura 5.
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Figura 5 — Exemplo de Outlier Inovativo

Através de um argumento similar feito na Segdo 4.1, nota-se que nds somente
precisamos saber os termos estocasticos {w, t = 2,...,n} e a dindmica do sistema em (4.10)
para estimar @ = (aq, ..., a,). Consequentemente, se adicionarmos estas informagoes na
funcao de verossimilhanca através do termo de correcao, estamos aptos a designar prioris
Gaussianas independentes com média zero e baixa e fixa precisdo para a, que acarretara

no seguinte modelo hierarquico

e Nivel 1. z|x, 0 ~ 7(z|z,0) = [[2"7" 7(2]2:, 0), onde
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7 (yi|zi, V) forl1<i<n

, (4.11)
m(zilzi, T,v) form <i<2n—1

(2|, 0) = {
com 7(y;|x;, V) 4 Ny xi, V) e w(zilag, 7, v) 4 t(0; s, 7, V).
o Nivel 2. @ = (N1, oo, My Mt 1y ooy M2n—15 A1y -y Gy

onde a e 1 sdo os mesmos como definidos anteriormente. Por fim, prioris sdo designadas

aos hiperparametros do modelo
e Nivel 3. 0 ~ 7(0) com 0 = (V,1,v)

Nota-se que o modelo hierarquico descrito acima é muito similar aquele descrito

na Secao 2.2 e a diferenca é no termo de correcao

CT = 2ﬁ1 m(zi|xi, T, V) (4.12)
i=n+1

que nao ¢ mais Gaussiano, acarretando na condicional completa da forma (2.10) com
logaritmo do termo de corre¢do nao-Gaussiano h;(z;). Esta configuracao se ajusta no
modelo da Secao 2.5 e todos os resultados obtidos em Martins e Rue (2012) sao ainda
validos no contexto de modelos dindmicos lineares nao-Gaussianos, além de superar a
limitagdo da exigéncia anterior para somente modelos independentes. Isto significa que
a aplicacao do R-INLA dentro deste contexto ird produzir resultados acurados desde que
os componentes de (4.12) sao distribuidos de acordo com uma distribuigao flexivel no

entorno da Gaussiana, como no caso da t-Student.

4.3 Escolha da priori para v

Neste capitulo sera introduzida uma recente abordagem proposta por Martins e
Rue (2013) para a escolha da priori dos graus de liberdade, v, da distribui¢ao t no estudo

de simulacao subsequente e em uma das aplicacoes deste trabalho.

A escolha da priori para os graus de liberdade v da distribuicao t se mostra um dos
grandes problemas em inferéncia Bayesiana, uma vez que ele nao possui uma interpretacao
direta para o seu valor, porém deve ser especificado. Alguns trabalhos ja foram realizados
sobre a questdo. Em Fonseca, Ferreira e Migon (2008) é derivada a priori de Jeffreys para
os graus de liberdade da distribuicao t-Student no contexto de modelos de regressao linear
para a distribuicao dos erros t e assumindo que tanto, a priori marginal dos efeitos fixos
e a priori conjunta do parametro de escala e v sao independentes. Outros trabalhos com
discussoes sobre a escolha de priori para v podem ser encontrado em Villa C. (2013) e
Fernandez e Steel (1999).
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Uma maneira de robustificar e/ou generalizar um modelo contra alguma peculiari-
dade especifica dos dados é generalizar o modelo mais “basico” adicionando um parametro
especifico, doravante referenciado como “parametro de flexibilidade”. Na abordagem Baye-
siana, prioris devem ser designadas para todos os parametros de um modelo, incluindo o
referido parametro. Nesta dissertacao, uma vez que as abordagens robusta sao avaliadas
através de suposicao residual através de uma generalizacao da distribuicao Gaussiana, a
t-Student, o modelo béasico é a distribuicdo Gaussiana e o flexivel é o modelo t, indexado
pelos graus de liberdade, v, ilustrados aqui como o “parametro de flexibilidade”. Uma
das principais motivacoes por tras da construcao de proris especificas para esta classe de
parametros é a falta de interpretabilidade que eles representam na modelagem, devido a

sua natureza de generalizacao.

A abordagem adotada assume que o modelo bésico desempenha um papel central
dentro do modelo flexivel e os hyperparametros associados a esta distribuicado sao os
parametros que controlam o grau de flexibilidade desejado no entorno do modelo béasico.
Algumas das vantagens da construgao desta priori sdo a generalidade, pois a ideia pode
se estender para outros parametros além do v da distribuicao t, robustez com relacao aos
hyperparametros, pois as posteriores suportam o modelo basico enquanto podem indicar o
modelo mais flexivel quando existe evidéncia amostral para tal, e interpretabilidade, pois

a priori é designada a distancia entre o modelo basico e flexivel.

O R-INLA parametriza a distribuicdo t em termos de sua precisao marginal 7 e
graus de liberade v de maneira que as distribui¢goes Gaussianas e t podem ser represen-
tadas pelo mesmo pardmetro de precisao 7. Seja f(y; ¢) representar o modelo béasico e
g(y; @, 1) representar modelo flexivel onde ¢ = (u, 7) e ¥ = v, a parametrizagdo Gaussi-

ana utilizando p para a média e 7 para a precisao ¢ a seguinte

T

[y ) = (;T)Qexp{ 2(y—u)2}.

No caso da distribuigao t-Student a parametrizacao de ¢ = (u,7) e p = v > 2 se
da da seguinte maneira
Yy=pu+ g
onde z ~ T, é uma distribuicao t-Student padrao com v graus de liberdade com seguinte

distribuicao de probabilidade

g(x’w)_r(g)[(u—z)ﬂ]%(H(u—2)> '

Uma das suposicoes da distribuicdo a priori do parametro de flexibilidade é de que o

modelo bésico desempenha um papel central dentro do modelo flexivel e tenha valor
modal no valor especifico que recupera o modelo basico. A outra suposicdo imposta é

de que deve-se supor que modelos proximos do modelo basico possuem mais densidade
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a priori quando comparados com os que estao mais longe do modelo bésico. Seja f(z) e
g(z;v) sendo as distribuigoes Gaussiana e t, respectivamente, com média zero e precisao

um, a divergéncia d das distribuicoes é definida como

onde a medida escolhida como dissimilaridade é a divergéncia de Kullback-Leiber (KULL-
BACK S., 1951) definida como

B , g (z;v)
KL, (g, f) —/g(:v, v)log ) dx

os autores do paper justificam que a escolha desta medida com o argumento de que uma
maior densidade a priori é atribuida para v onde é dificil de discriminar g(z;v) e f(z). E
atribuir menos densidade a priori para v onde temos grande poder de discriminacao entre
g(z;v) e f(z). A intuigao disto é de que se existe uma evidéncia clara nos dados de que
existe uma cauda pesada, esta caracteristica estara refletida na distribuicdo a posteriori
indicando que existe informagao, mesmo que razoavel, para a estimativa de v, apesar da

baixa densidade a priori para valores baixos.

A medida de divergéncia utilizada é uma transformacao da distancia de Kullback-

Leiber com a seguinte estrutura

N|=

d(v) = (2KL, (g, f)) (4.13)

Um dos motivos para se usar (4.13) sdo interpretativos. Por exemplo, d(25) ~ 0.05 significa
que a distancia entre g(x;v = 25) a f(x) é aproximadamente a mesma distancia entre as
distribuigoes N(0,1) e N(0.05,1). Ou seja, esta transformagao da distancia de Kullback-

Leiber pode ser vista como parametro de locacao.

Por fim, a priori utilizada neste contexto ¢é a distribuicao exponencial do tipo
m(d| X)) = Xexp(—Ad)

onde o parametro A desempenha um papel interpretativo fundamental para o grau de
flexibilidade que o usuério escolherd, pois se escrevermos
\ _ —log(df)
d (v*)
significa que a priori de v, neste caso da distribuigao t-Student, atribui (100 x df) % de

probabilidade no intervalo (2, v*], onde df representa o “grau de flexibilidade” (do inglés,
“degrees of flexibility”).

Refere-se Martins e Rue (2013) para estudos de simulacao realizados, comparagoes
destas prioris com outras ja utilizadas na literatura, assim como mais detalhes sobre proris

para parametros de flexbilidade.
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5 Simulacoes

Neste capitulo é conduzido uma simulacao de Monte Carlo para o passeio aleatério
de primeira ordem apresentado no Capitulo 4. Foi escolhido realizar um estudo de conta-
minagao similar a Pinheiro, Liu e Wu (2001) e Martins e Rue (2012) para contaminar o

ruido w; na equagao (4.2) com a seguinte mistura de distribui¢oes Gaussianas
wy~(I=p)x NO,W)+px fx NO,W) t=1,...,n

onde p é a percentagem esperada de outliers inovativos no sistema latente e f é um
valor fixo indicando a magnitude da contaminagao. Foram rodadas 1000 iteracoes sob 54
cenarios com todas as combinagoes de variagoes dos parametros no processo gerador dos
dados para n = 100, 250, 500, p = 0,0.05,0.1,0.15,0.20,0.25 e f = 2,4,8. O verdadeiro

valor da variancia de ambos os ruidos é V, W = 2.

Conforme ja comentado, no R-INLA a verossimilhanca da t é parametrizada em
termos de sua precisao marginal 7 e graus de liberade v. Isto representa uma vantagem
porque a precisao sob as distribui¢does Gaussianas e t podem ser representadas pelo mesmo
parametro 7, permitindo a mesma prori a ser usada para 7 seja para referenciar o modelo
Gaussiano ou o modelo t. Neste experimento de Monte Carlo nés utilizamos uma Gama!
com « e [ dados por 1 e 2,375 tanto para a precisao do sistema observado quanto latente.
A priori para v é baseada no framework de Martins e Rue (2013) descrita na Segao 4.3.
A especificagao da priori consiste na escolha do parametro df, 0 < df < 1, que representa
a percentagem de massa atribuida aos graus de liberdade entre 2 e v*, onde optou-se por

df =0.3 e v* = 10.

Espera-se que a medida que a percentagem esperada e a magnitude dos outliers
inovativos neste modelo dindmico aumente, a abordagem proposta resulte em robustez
quando comparada com a abordagem Gaussiana, justificando portanto o uso do R—INLA
para Campos Aleatorios Aproximadamente Gaussianos no contexto de modelos dindmicos.
Para avaliar estas comparagoes foram computados os erros quadréticos médios (MSE do
inglés mean squared error), CPO (do inglés conditional predictive ordinate) (GELFAND;
DEY; CHANG, 1992; DEY; CHEN; CHANG, 1997), e DIC (do inglés Deviance Information
Criteria) (SPIEGELHALTER et al., 2002). Todas as estimativas da distribuigdo marginal

dos estados latentes foram obtidas através do método de Laplace Simplificado.

Seja a;; ser o verdadeiro estado latente de interesse, do tempo ¢ na iteragao j esti-

mado por E (ayc | Y) = arjc € E (a1 | y) = agr onde aij | y e a1 | y representam

! se X ~ Gama (a,b) entdo E (X) = ¢
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as posteriores dos modelos Gaussiano e t, respectivamente. A eficiéncia do modelo t sobre

o Gaussiano para cada iteracao j é dada por

Yoy (de — atj)2

Ej=—=——= 5
Yo (agr — agy)

J

que pode ser vista como a razao dos respectivos MSEs.

A Figura 6 representa a mediana sobre as todas as iteracoes {E;, j = 1,...,1000}
para cada cenario. Os resultados foram conforme esperado. Houve uma pequena melhoria
de eficiéncia para padroes de contaminacao menores, enquanto que o ganho de eficiéncia
se torna mais evidente a medida que analizamos padroes de contaminacao maiores, alcan-
cando ganhos de eficiéncia maiores do que 15% para cenarios mais criticos. O ganho de
eficiéncia ¢ alto para percentagens de contaminagao esperadas moderados, em torno de
10% no caso, e este comportamento nao-monotdnico pode ser explicado pelo fato que uma
vez que os dados se tornam muito contaminados, nem mesmo um modelo mais flexivel ba-
seada na distribuicao t-Student pode fornecer resultados continuamente melhores quando
comparados com o modelo Gaussiano, apesar de que o modelo mais flexivel continua a

demonstrar uma eficiéncia maior.

Median Efficiency
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Figura 6 — Mediana das eficiéncias para magnitude f = 2 (esquerda), f = 4 (centro) and f = 8 (direita),
n = 100 (linha sélida), n = 250 (linha tragejada) e n = 500 (linha pontilhada). O eixo x representa a
percentagem de contaminacdo esperada e a mediana da eficiéncia no eixo y.

Para comparar o ajuste do modelo foi utilizado os critérios DIC, assim como o
CPO. Primeiramente, define-se o DIC relativo (RDIC) como

DICg; — DIC,
DIC,,

RDIC; = (5.1)
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para cada uma das amostras simuladas, 7 = 1,...,1000. Na parte de cima da Figura 7 é
plotada a mediana dos valores de RDIC obtidos pelo ajuste do modelo Gaussiano e pelo
ajuste do modelo t para cada cenario. Desta figura, observa-se o mesmo padrao da Figura
6.

A estatistica de resumo fornecidada pelo critério do CPO ¢é chamada de logaritmo
da pseudo verossimilhanga (LPML) que avalia o poder preditivo do modelo. Portanto,
para comparar ambos os modelos a diferenca entre LPML ¢é utilizada. Para tornar esta

medida comparavel com outra medida, por exemplo o DIC, nés definimos o -LPML por

LPML; = — (Z log { (y: | y)})
=1 7

onde j é a j-ésima amostra de um dado cendrio. Nesta definicdo, baixos valores de -

LPML indicam um melhor poder de predi¢ao. A fim de comparar ambas a abordagens,

foi computado o logaritmo do Pseudo Fator de Bayes (IPsBF) (GEISSER; EDDY, 1979)

para cada iteragao. Esta medida é definida como
IPsBF; = -LPML¢; — (-(LPMLy;) = LPML;; — LPMLyg;.
Para tornar a comparacao equivalente ao RDIC apresentado na Equacao (5.1) define-se

o IPsBF relativo (RPsBF) como

LPMLy; — LPMLg;

RPsBF; = PN,
J

Analisando parte de baixo da Figura 7, todas as conclusées do MSE e RDIC podem
ser aplicadas no contexto do RPsBF, porém os ganhos se tornam mais evidentes. Além
disto, pode-se ver que quando o cenario simulado ¢é estavel com baixa proporcao esperada e
baixa contaminacao, a mediana do RPsBF é pequena e nao muito significante. No entanto,
para grandes tamanhos de amostra e contaminagao é mostrado que a abordagem Student-
t é preferivel para a maioria dos cenarios e enaltece esta escolha quando a magnitude da
contaminacao aumenta alcancando valores desta medida ainda mais altos do que 10% em
alguns casos. Um fato curioso é de que no cenario mais critico onde p = 0.25, f =8 en =
500 os valores do RPsBF apontaram incisivamente para a abordagem Gaussiana indicando
que, uma vez que o processo gerador possui muita contaminagao e gera tantos outliers
inovativos, mesmo a abordagem Student-t nao é apta a controlar este comportamento

produzindo medidas de predi¢ao menos acuradas.

A partir do estudo de simulacao, pode-se concluir que o modelo mais flexivel
é preferivel sobre o modelo tradicional na maioria dos casos analizados e a distancia
entre as abordagens sao maiores quando um nimero moderado de outliers inovativos sao

envolvidos.
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Median of RDIC
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Figura 7 — Topo: Mediana de RDIC, no eixo y, para todos cendrios; Abaixo: Mediana de RPsBF, no eixo
y, para todos cenarios. O percentual de contaminacdo esperada se encontra no eixo x e todos os cenarios
sao: f = 2 (esquerda), f = 4 (centro) and f = 8 (direita), n = 100 (linha sélida), n = 250 (linha tragejada)
e n = 500 (linha pontilhada).
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6 Aplicacao

Este capitulo tera como objetivo a aplicacao pratica da nova abordagem para esti-
macao de modelos dindmicos utilizando inferéncia Bayesiana aproximada com o R—INLA.
O primeiro estudo trata-se de taxas anuais de homicidios de municipios brasileiros e o es-
tudo subsequente contempla dados mensais de dengue do estado de Minas Gerais. Todas
as distribuicoes descritas na Etapa 2 da Secao 2.4 foram obtidas através da aproximagao

de Laplace Simplificada, que corresponde a aproximacao padrao do R-INLA.

6.1 Estudo de Homicidios

Os dados utilizados serao dados de homicidios disponiveis publicamente no banco
de dados do Departamento de Informética do Sistema Unico de Satde Brasileiro! onde
estes dados representam as taxas de homicidio padronizadas pela populacao de cada

municipio brasileiro.

Segundo Waiselfisz (2012), pela legislagao vigente no Brasil (Lei n 15, de 31/12/73,
com as alteragoes introduzidas pela Lei n° 6.216, de 30/06/75), nenhum sepultamento
pode ser feito sem a certidao de registro de obito correspondente. Esse registro deve
ser feito a vista de declaracao de 6bito atestado por médico ou, na falta de médico na
localidade, por duas pessoas qualificadas que tenham presenciado ou constatado a morte.
A declaracao de oObito, instrumento padronizado nacionalmente, normalmente, fornece
dados relativos a idade, sexo, estado civil, profissao, naturalidade e local de residéncia da
vitima. Determina a legislagdo, e igualmente, que o registro do 6bito seja sempre feito "no
lugar do falecimento", isto é, no local da ocorréncia do evento. Os dados de homicidios
analisados representam as taxas por 100.000 habitantes de séries historicas anuais de 1980

a 2010 dos municipios Brasileiros.

Até 1995, as causas das mortes eram classificadas pelo Subsistema de Informacao
sobre Mortalidade do Ministério da Satude seguindo os capitulos da nona revisao da Clas-
sificagdo Internacional de Doengas (CID-9) da Organizacao Mundial da Satde. A partir
daquela data, o Ministério da Satde adotou a décima revisao vigente até os dias de hoje
(CID-10). As categorias utilizadas para a recuperagao dos 6bitos por homicidios foram os
cddigos E960 até E969 da CID-9 até o ano de 1995 e X85 até Y09 da CID-10 posteri-
ormente (CASTRO; ASSUNCAO; DURANTE, 2003). Estas categorias, que correspondem

as categorias habitualmente classificadas como homicidios, recebem o titulo genérico de

! www.datasus.gov.br/
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Agressoes. Tem como caracteristica a presenca de uma agressao intencional de terceiros,

que utiliza qualquer meio para provocar danos, lesdes ou a morte da vitima.

Os estudos de homicidio possuem um amplo campo de investigacao sociologica
(veja, por exemplo, Jacobs e Richardson (2008)). Homicidios representam uma categoria
especifica de crime que embora tenha uma propor¢do muito menor com relacao aos crimes
patrimoniais, como roubo e assalto, geram uma forte demanda por parte da populagao
por politicas publicas de controle e prevencao. Um exemplo desta demanda pode ser ve-
rificado nos discursos politicos que muitas vezes pautam suas discussoes em homicidios.
Neste sentido, estudos que lidam com a dindmica temporal dos homicidios procuram de
uma maneira geral associar este comportamento a fatores de ordem econdémica, social e
politica. Por exemplo, altas taxas de homicidio no Brasil sdo atribuidas a niveis elevados
de desemprego, pobreza e desigualdade (MIR, 2004). Estrutura demografica (GRAHAM;
BOWLING, 1995; FLOOD-PAGE et al., 2000) e crescimento populacional desordenado sao
fatores de outra ordem que podem funcionar como hipdteses explicativas (BLAU; BLAU,
1982). Por fim, a alteragdo no comportamento histérico criminal é associada a elemen-
tos relativos ao law-enforcement como aumento do efetivo policial, gastos com politicas
publicas de seguranca e crescimento da taxa de aprisionamento. Analisando os dados da
cidade de Nova York, Zimring (2007) concluiu que "existe uma forte evidéncia que alterar
a quantidade de policiais, bem como tatica de policiamento, tem um importante impacto
sobre o crime"(pg. 151). Especificamente no Brasil, Goertzel e Kahn (2009), estudando
o comportamento o forte declinio das taxas de homicidios observadas no estado de Sao
Paulo a partir da década de 2000, concluem que repressao policial e politicas de controle
do armamento reduziram substancialmente homicidios e outros crimes violentos no es-
tado. Estatisticamente, era esperado em que certas regioes, as taxas de criminalidades
sofreriam quebras estruturais de tendéncia devido a essas intervencoes o que justifica-
ria a utilizacdo de um modelo dindmico com uma abordagem mais flexivel, isto é, com
caudas mais pesadas, na distribuicao de probabilidade do sistema nao-observado para a

acomodacao de possiveis outliers inovativos como discutido no Capitulo 5.

O modelo utilizado foi um modelo similar ao utilizado no Capitulo 5. A abordagem
adotada foi considerar grupos de municipios de acordo com algum critério e modelar as
taxas de homicidio. Seja Yj; a taxa de homicidio da cidade ¢ para o tempo ¢, as anélises

foram realizadas de acordo com os seguintes modelos:
}/;t:at+vit7 UitNN(Oa‘/i)vtzly"'vsl
at:at_l—{—wt, thN(O,W),t:2,,31
e modelo competidor

Yit = ap + vjs, vy ~ N(0,V;),t =1,....31
a; = ay_1 + wy, wy ~ Student — t(0,v,7),t =2,...,31.
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O indexador t é o indexador que varia ao longo dos anos totalizando em uma
amostra de tamanho 31 para cada cidade e o indexador ¢ varia com as cidades. Portanto,
foi assumido prioris diferentes para a precisao de cada cidade na equagao observada e uma
priori de precisao para o sistema latente. Para a priori do sistema observado, optou-se por
uma priori que cobriria com alta densidade de probabilidade o conjunto de todas as varian-
cias das cidades Brasileiras. Uma priori V; ~ Gama(5,500), i € {Conjuntodas Cidades}
foi adotada, pois assume uma massa de 90% de probabilidade entre o primeiro e ter-
ceiro quartil dessa distribuicdo de variancias. E importante salientar que o estado latente
representado pelo vetor a de dimensao 31, pode ser interpretada como a tendéncia nao-

observada do conjunto de cidades de cada analise.

Salientamos que devido os dados analizados possuirem uma distribuicao de Poisson
Zit | it ~ Poisson (EyAy) onde zy, Ait e Ej representariam, respectivamente, o nimero
de casos da cidade, taxa de homicidio e populac¢ao ¢ no tempo t, uma transformagao des-
crita na Secdo 4.3 de Rojas (2007) poderia ser realizada, fazendo com que /Y teria uma
distribuicao aproximadamente Gaussiana. Além de estar interessados no comportamento
do método com um modelo similar aos Capitulos 4 e 5, tal transformacao nao é feita
basicamente por dois motivos. Primeiramente, necessitariamos trabalhar com as popula-
¢Oes anuais interpoladas entre os anos censitarios o que afeta a analise e, segundamente,
a varidncia da aproximacao Gaussiana de /Y;; dependeria de E;; o que inviabilizaria o

uso do R-INLA, neste contexto.

Para as priori da precisao do sistema latente Gaussiano do primeiro modelo uma
Gama(1, 0.1) foi assumida para todos os casos e para o modelo Student-t a mesma priori
para o parametro de precisdio Gama(1, 0.1) foi assumida e a priori apresentada no Capitulo

4.3 com massa de 30% de probabilidade entre os valores 2 e 10.

A primeira abordagem adotada foi estimar cada modelo para um conjunto de ca-
pitais nas taxas de homicidio e outro modelo que representaria os vizinhos de primeira
ordem (cidades que fazem fronteira) destas capitais. Entao para todo conjunto de capi-
tais, temos as estimativas das tendéncias dos vizinhos de primeira ordem do respectivo
grupo. Trés divisdes foram propostas por motivos sociologicos em termos de tamanho da
populagdo e importancia a conjuntura econémica brasileira. A primeira divisao, onde os
resultados do modelo t podem ser analizados na Figura 8, foi realizada nas 5 regioes,
Sul, Sudeste, Nordeste, Centro-Oeste e Norte, do Brasil. Portanto para a regiao Sul, por
exemplo, temos um modelo para as capitais Porto Alegre, Floriandpolis e Curitiba e ape-
nas um modelo para todos os vizinhos de primeira ordem de todas estas capitais e assim
por diante para cada regiao. Em todas as regioes foram retiradas cidades pequenas que
apresentaram valores faltantes nas taxas, assim como valores nulos de homicidio (com
excecao da regiao Norte que foram retiradas apenas as com valores faltantes, devido ao

excesso de cidades que apresentavam ao menos um valor nulo).
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Figura 8 — Tendéncia das capitais e vizinhos das regioes Brasileiras

A segunda abordagem adotada foi a cria¢ao de duas divisoes afim de estimar ambos

os modelos. A primeira divisao é composta pelas seguintes capitais.

e Grupo 1 (G1) - Sao Paulo e Rio de Janeiro
e Grupo 2 (G2) - Belo Horizonte, Recife, Vitéria e Porto Alegre

e Grupo 3 (G3) - Todas 21 capitais restantes
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Figura 9 — Tendéncias da primeira divisdo para cada grupo

Para entender as tendéncias temporais, a literatura socioldgica analisa o contexto
da maneira que a violéncia interpessoal acontece. Analisando uma série histérica de mais
de 30 anos de crimes e comportamentos delinquenciais, Shaw, Clifford e McKay (1942)
verificaram que nao somente crimes, mas diversos problemas sociais foram relacionados
com um ambiente de desorganizacgao social. A Teoria da Desorganizacao Social estabe-

lece que o processo de urbanizacao nao-planejado ajuda a compreender o comportamento
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delinquencial. No Brasil, o desenvolvimento das cidades foi desencadeado conjuntamente
com o surgimento de enclaves urbanos (como favelas e dreas de ocupagdo desordenada)
onde o enfraquecimento dos mecanismos tradicionais de controle social favorece a ocorrén-
cia de um ambiente de oportunidade criminal diferenciada (SUTHERLAND; CRESSEY;
LUCKENBILL, 1992). Para mais informagoes sobre a Teoria da Desorganiza¢io Social
veja Shaw, Clifford e McKay (1942) e Kubrin e Weitzer (2003).

A Figura 9 representa a tendéncia a posteriori, a, de cada grupo e vizinhos de ca-
pitais para o modelo Student-t. A tendéncia do primeiro grupo nos diz que seu processo de
urbanizagdo comegou mais cedo, quando comparado com os outros grupos porque a taxa
de homicidio comegou a aumentar antes dos demais. Outro aspecto a salientar foi de que
até o ano 2000, todas as tendéncias foram aparentemente lineares para todos os grupos.
No entanto, uma reversao da tendéncia foi observada como resultado de investimentos e
politicas de controle criminal estabelecidos no G1 (GOERTZEL; KAHN, 2009). Os outros
dois grupos estao se direcionando para o mesmo comportamento, porém sem demonstrar
de maneira tao evidente as politicas de seguranga como observada no G1. No G2 alguns
estados ja adotaram algumas medidas de seguranca, como por exemplo Minas Gerais, a
qual a capital é Belo Horizonte, com a criacdo da Integracio da Gestao em Seguranga
Piblica (IGESP?) em Maio de 2005, e Pernambuco, a qual capital é Recife, com a criagao
do Pacto pela Vida® em Maio de 2007.

A segunda divisao foi motivada pela criacao de um limiar populacional de 600.000
habitantes no ano de 1980 entre os grupos G2 e G3 anteriores, resultando na seguinte

divisdo:

e Grupo 1 (G1) - Sao Paulo e Rio de Janeiro

e Grupo 2 (G2) - Salvador, Brasilia, Fortaleza, Belo Horizonte, Manaus, Curitiba,

Recife, Porto Alegre, Belém e Goiania

e Grupo 3 (G3) - Todas 15 capitais restantes

A segunda divisao estabelecida, que possui os resultados apresentados na Figura
10, possui praticamente as mesmas interpretagoes e conclusdes que a primeira, salvo o fato
de que algumas diferencas sdo observadas apoés o ano 2000. Podemos ver que adicionando
cidades menores no grupo intermediario, a tendéncia da taxa de homicidio se reduz e

decai significativamente no que tange os vizinhos de primeira ordem.

A fim de avaliar a qualidade do ajuste desta abordagem robusta, nos computamos
-LPMLs e DICs para todos os modelos e se optou por apresentar os resultados para

a primeira divisao dos grupos, como pode ser visto na Tabela 1. Desta tabela, todos os

www.sids.mg.gov.br /igesp

3 www.pactopelavida.pe.gov.br/pacto-pela-vida
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Second Division Trends
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Figura 10 — Tendéncias da segunda divisao para cada grupo

Gl1 G2 G3
Gaussiana  Student-t | Gaussiana Student-t | Gaussiana Student-t
-LPML | Capitais 229.09 227.81 496.72 496.45 2481.70 2473.55
Vizinhos | 3536.78 3517.38 2379.98 2375.89 3026.54 3002.48
DIC Capitais 460.22 459.64 997.44 996.60 4960.98 4946.32
Vizinhos | 7063.15 7030.68 4753.67 4746.94 6040.70 6004.27

Tabela 1 — Medidas de qualidade da primeira divisdo. G1: Sdo Paulo e Rio de Janeiro; G2: Belo Horizonte,
Recife, Vitéria e Porto Alegre; G3: Demais 21 capitais

critérios, -LPMLs e DICs, apontaram para a abordagem robusta assumindo a distribuicao
t para o ruido do sistema. Para verificar a evidéncia de que a abordagem robusta supera
significativamente a tradicional nos dados reais, optou-se analisar a Tabela 2 que foi
proposta e utilizada em Prates et al. (2010). Desta tabela, pode-se ver que o PsBF,
que é a diferenca de -LPML como apresentada no Capitulo 5, possui uma evidéncia na
modelagem das capitais no G1 (2PsBF = 2.56) e uma forte evidéncia para o modelo dos
vizinhos de G2 (2PsBF = 8.18). No entanto, uma maior diferenca é verificada quando
compara-se ambas abordagens para os vizinhos de G1 e G3 assim como nas capitais deste
ultimo grupo, com todas tendo forte evidéncia em termos de diferenca de -LPML. Como
para cada grupo tem-se diversas séries temporais refentes aos vizinhos de primeira ordem
(para G1, G2 e G3 existem 30, 24 e 152 vizinhos respectivamente) acredita-se que a
medida que o numero de cidades aumenta existe a demanda de uma abordagem mais

robusta conforme verificado.

Nesta aplicagdo a dados reais, o ganho em termos de poder preditivo foi muito
claro. Também é valido apontar que existe uma evidéncia de desvio da distribuicao Gaus-
siana, quando analizamos a distribuicao a posteriori do ¥ no modelo Student-t. Da Tabela
3, pode-se ver a mediana a posteriori e os intervalos de credibilidade de 95%. A medida

mediana indica que a distribuicao Student-t é concentrada em valores médios de graus de
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2PsBF Evidéncia contra Gaussiana

(-1,1] mencionar
(1,5] positiva
(5,9] forte
(9,00) muito forte

Tabela 2 — Critério do Pseudo Bayes Factor

liberdade mas o intervalo de credibilidade se mostra muito assimétrico alcancando altos

valores.

Grupo Tipo Mediana 95% Intervalo de Credibilidade

Gl Capitais | 35.53 (5.84; 441.30)
Vizinhos | 28.46 (6.04; 339.38)
G2 | Capitais | 39.93 (6.73; 533.77)
Vizinhos | 31.69 (5.56; 445.12)
G3 | Capitais | 32.23 (5.14; 434.54)
Vizinhos | 55.91 (21.69; 556.67)

Tabela 3 — Medidas a posteriori do v. G1: Sdo Paulo e Rio de Janeiro; G2: Belo Horizonte, Recife, Vitéria
e Porto Alegre; G3: Demais 21 capitais

6.2 Estudo de Casos de Dengue

O virus da dengue constitui uma doenca que se mostra presente em todo o mundo,
principalmente em paises de regiao tropical. Em todo o mundo cerca de 2,5 bilhoes de
pessoas residem em regioes de clima tropical constituindo uma populacao com alto risco
de contaminagao da doenca. O estado de Minas Gerais reside na regiao sudeste brasileira
e em periodos anteriores a 2000, agrupando por regioes, a Sudeste foi a que registrou
o maior numero de casos, sendo também a de maior populagao e disponibilidades de
recursos para diagnoéstico e notificacao, seguidas de Nordeste, Centro-Oeste, Sul e Norte
(BORGES, 2001). Nos periodos posteriores, o Brasil vem sofrendo ondas de epidemias
sendo a primeira constatada em 2002. As altas temperaturas, grande volume de chuvas e

presenca do tipo 1 do virus explicam parte das epidemias®.

O banco de dados analizado trata-se de dados podendo ser acessados publicamente
no banco de dados do Departamento de Informética do Sistema Unico de Satde Brasileiro®
e representam a série historica do niimero bruto de casos notificados de dengue do estado
de Minas Gerais do primeiro més de aparecimento dos sintomas. A base constitui as
informagoes por municipio de residéncia dos pacientes abrangendo informacgoes desde
Janeiro de 2008 até Dezembro de 2012.

4 Numero de casos de dengue no Pais sobe 109% - O Estado de S.Paulo, 26 de Fevereiro de 2010
> www.datasus.gov.br/
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Figura 11 — Numero de casos de todas as cidades de Minas Gerais de Janeiro de 2008 a Dezembro de
2012

Analisando a Figura 11 muitas caracteristicas deste conjunto de dados sao consta-
tadas. O forte padrao sazonal dos meses de notificagao da dengue sdo presentes em perio-
dos de inicio de ano que configuram o verao e, consequentemente, uma maior frequéncia
de periodos chuvosos. Além disso, podemos notar que algumas séries apresentam valores
muito mais discrepantes das demais, por exemplo a linha em destaque que apresenta me-
ses com valores brutos acima de 15000, trata-se da capital Belo Horizonte que apresenta
a maior populagao do estado com mais de 2,3 milhoes de habitantes e, neste mesmo pe-
riodo, uma série apresenta valores préximos a 5000 casos de notificagao e ilustra a série
referente a cidade de Contagem que apresenta terceira maior populacao de Minas Gerais
com 608.715 habitantes®, populacdo muito préxima a da segunda cidade mais populosa,
Uberlandia. A ultima caracteristica a ser destacada trata-se do comportamento andémalo

presente nos dados no periodo dos primeiros meses de 2010.

Um dos objetivos foi verificar o ajuste e poder preditivo de modelos estimados con-
juntamente para grupos de cidades e, tendo em vista o comportamento anémalo presente
no inicio do ano de 2010, justificar a abordagem robusta assumindo uma distribuicao
nao-Gaussiana para melhorar estimacao em termos de qualidade e predi¢ao. Porém antes
de estimar modelos conjuntos, avaliar-se-4 o desempenho da metodologia em 10 cidades
selecionadas que representam grande parte do nimero de casos de dengue no estado de
Minas Gerais. A abordagem inicial neste conjunto de dados foi a construgao de modelos
separados por municipios, a fim de avaliar o melhor modelo que se ajusta e prevé melhor

os dados. Optou-se por omitir os dados referentes a 2012 e ajustar trés modelos com os

6 Dado referente ao censo de 2010
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quatro anos restantes. O primeiro modelo (M1) é,

Ui | pe ~ Poisson (pu)
log (k) = e = a
a; = ¢a;1 + e, ¢ €(0,1),

o segundo modelo (M2)

Yt | pe ~ Poisson (pu)
log (p1t) = ne = a

ay = a1 + €1,
por fim, o ultimo modelo (M3) sendo

Yy | p ~ Poisson (pu)
2mt

log (1) =n = a4 (sen (12> + 2) + T
S T

T, =T, 1 +ea

(6.1)

Os dois primeiros modelos foram estimados a fim de verificar se uma abordagem
mais simples seria suficiente de ajustar bem os dados em um universo que compreende
os 10 municipios mais populosos do estado. O tltimo modelo tentar capturar a tendéncia
sazonal incluindo um termo trigonométrico nao-negativo que possui picos e vales nos
meses de maneira muito semelhantes aos apresentados na analise descritiva de todas as
cidades. Além disso, para contemplar uma possivel tendéncia presente na série sob estudo,
o termo 7; ¢ introduzido aumentando a sua complexidade de ajuste. Para os termos de
ruidos €1, as abordagens Gaussiana e t-Student foram assumidas, com proris vagas para os
hyperparametros associados. Para o terceiro modelo apenas dois cenarios de suposicao de
distribuigao dos erros foram assumidos sendo ora ambos Gaussianos, ora ambos t-Student.
As comparagoes foram feitas em termos de ajuste através do DIC e previsao do ano de
2012 através do erro quadratico médio (MSE) dado pela média das diferengas ao quadrado
dos valores previstos, através da mediana a posteriori, e verdadeiros. Por exemplo, para
o municipio de Belo Horizonte, podemos analizar na Figura 12 os valores ajustados do
Modelo 3, assumindo distribui¢do Gaussiana para ambos os ruidos, para Belo Horizonte,
o preditor linear 7; dos dados e os anos de 2011 e 2012 no grafico mais abaixo. Neste caso
o erro de previsao é dado pela média das diferencas dos quadrados entre a predicao e o

valor real, a partir de Janeiro de 2012.

Além destes modelos separados por cidade, um modelo conjunto para estas 10
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Figura 12 — Topo: Ajuste de M3 para Belo Horizonte (Gaussiano e Gaussiano), no eixo y, nimero de
casos; Centro: Preditor Linear com 95% de intervalo de credibilidade; Abaixo: anos de 2011 e 2012 com
os dados reais e ajustados.

cidades também foi estimado com a seguinte estrutura
Yit | pir ~ Poisson (jui)

21t
log (pit) = ne = ay (sen (f;) + 2> + T3

Gy = Qy_1 + €1

T, =T, 1 + e

onde i representa a cidade 7. Neste caso, nao existe diferencga entre os preditores lineares
para cada cidade o que afeta significativamente as estimativas de predicao individual. A
Figura 13 ilustra o ajuste para o modelo que supoe distribuicdo Gaussiana para ambos os
sistemas de equagoes, sem previsao destes dados para estas 10 cidades. Note que, neste
caso, as estimativas representam uma espécie de tendéncia média das cidades represen-
tando a tendéncia do ntimero de casos de dengue de MG, no entanto, tal suposi¢ao nao

resultaria em boas previsoes no contexto global da série.

Os resultados preliminares destas abordagens podem ser analizadas na Tabela 4.
Verificando os valores de predicao das abordagens, nota-se que o modelo que contempla o
ajuste com a presenca do termo trigonométrico para a caracteristica sazonal é superior em
todas estas cidades selecionadas. No entanto, a diferenca entre elas se dd na distribuicao
dos erros associados ao vetor a; e Ty, ora apontando para o modelo Gaussiano como em
Belo Horizonte e Contagem, ora apontando para o modelo robusto como Uberlandia e

Betim.

Uma vez tendo analizado previamente o comportamento e desempenho destes mo-
delos neste conjunto de dados, realizamos modelagens para conjuntos de cidades optando

pelas caracteristicas constatadas com os trés modelos anteriores. Primeiramente, na ana-
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Figura 13 — Estimativa do modelo Gaussiano conjunto para as 10 cidades mais populosas de Minas Gerais.

A linha tragejada vermelha representa o exponencial do preditor linear.

lise descritiva fica evidente a relagao direta da populagdo do municipio com o ntimero de

casos de dengue, sugerindo a contemplagao disto na modelagem com a inclusao de offset

representando a populagdo de cada municipio na verossimilhanga. Outra caracteristica

constatada foi de que na modelagem que inclui o termo trigonométrico, o vetor latente

T; se mostrava resultando valores muito préoximos de zero e com pouca contribuicao no

preditor linear, causando assim sua exclusdo nas andlises subsequentes.

O objetivo foi verificar a melhor abordagem para um conjunto de cidades, contem-

plando e ajustando os pontos levantados anteriormente, a fim de melhorar a estimagao e

previsao de novos casos de dengue para elas. Para isto, estimou-se dois modelos, o primeiro

deles, C1, sendo
Yir | Eiptiy ~ Poisson (E;jii)
log (Eiit) = log (E;) + 5o + 0; + a4 (sen (217;t> + 2>
ap = Q-1 + €1t
e o segundo, C2, modelo sendo
Yir | Eipie ~ Poisson (E;pu)
log (E;pi) = log (E;) + Bo + a; (sen (217;t> + 2)

Qy = Qg1 T €1t

onde E; representa a populacao IBGE de 2011 da cidade i e £1; assume ora distribuicao

Gaussiana e ora distribuicao t-Student.
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Tabela 4 — Medidas de ajuste das 10 cidades mais populosas

Cidade Modelo Dist. Erro DIC MSE
Belo Horizonte M1 Gaussiana 439,13 2514,21
Student 439,17 2565,28
M2 Gaussiana 438,93 2453,12
Student 439,15 2691,07
M3 Gaussiana 439,43 2183,98
Student 439,73 2378,69
Uberlandia M1 Gaussiana 325,35 1680,28
Student 325,43 1679,27
M2 Gaussiana 325,39 1680,29
Student 325,39 1678,86
M3 Gaussiana 326,74 1505,17
Student 326,21 1425,78
Contagem M1 Gaussiana 348,49 2096,17
Student 348,58 2094,84
M2 Gaussiana 348,18 2091,38
Student 348,00 2099,94
M3 Gaussiana 349,59 2020,52
Student 348,98 2041,52

Juiz de Fora M1 Gaussiana 308,48 18,08
Student 308,60 17,55
M2 Gaussiana 307,51 19,66
Student 310,57 17,23
M3 Gaussiana 308,77 12,62
Student  5530,697 12,66
Betim M1 Gaussiana 353,23 560,61
Student 353,53 561,06
M2 Gaussiana 352,30 562,29
Student 352,62 561,71
M3 Gaussiana 354,24 546,33
Student 354,17 532,10
Montes Claros M1 Gaussiana 354,52 12668,20

Student 354,39 12670,66
M2 Gaussiana 354,73 12665,40
Student 354,05 12661,30
M3 Gaussiana 353,51 12644,33
Student 355,66 12651,14

Ribeirao das Neves M1 Gaussiana 292,08 22,19
Student 292,03 22,21
M2 Gaussiana 292,11 22,19
Student  21426,958 22,31
M3 Gaussiana 292,17 22,12
Student 292,55 22,08
Uberaba M1 Gaussiana 313,95 86273,47

Student 314,19 86015,86

M2 Gaussiana 314,11 86044,56

Student 364,28 86575,55

M3 Gaussiana 316,08 78728,24

Student 315,61 83985,65

Governador Valadares M1 Gaussiana 366,70 58945,02
Student 366,74 58914,61

M2 Gaussiana 366,88 58891,40

Student 366,97 58863,85

M3 Gaussiana 366,74 57958,57

Student 366,55 56442,49

Ipatinga M1 Gaussiana 360,13 73168,32
Student 360,02 73195,14

M2 Gaussiana 360,01 73170,83

Student 360,11 74186,68

M3 Gaussiana 360,76 70860,41

Student 358,83 70728,08

Um modelo alternativo ao C2 com a auséncia do intercepto [y também foi avali-

ado, no entanto produzindo resultados insatisfatorios. No primeiro modelo C1, o termo

Problema numérico proveniente de alguma observagao

8  Problema numérico proveniente de alguma observacao



Capitulo 6. Aplicagdo 58

0; que poderia ser interpretado como uma estimativa do nivel médio de cada série é as-
sumido de duas maneiras. A primeira delas é suposicao de que ele é um efeito aleatorio
Gaussiano independente e a segunda maneira assume uma estrutura de que existe a de-
pendéncia espacial dos vizinhos de primeira ordem da cidade (BESAG, 1974). A Tabela 5 e
a Figura 14 apresenta resultados preliminares estimados com base nas mesmas 10 cidades
anteriores para os modelos C1 (efeito aleatério #; independente) e modelo C2. Nota-se,
claramente, que a qualidade de ajuste reduziu quando comparado com a abordagem de
modelos separados por cidade, isto se deve ao fato de que agora o ajuste dos parametros
deve ser conjunto, tendo apenas um fator de corre¢ao composto pelo offset e/ou pelo efeito
aleatério de cada cidade. No entanto, é valido destacar que as estimativas das predi¢oes

foram semelhantes e, em alguns casos, superior a abordagem anterior.

Tabela 5 — Medidas de ajuste dos modelos conjuntos estimados com as 10 cidades mais populosas

Gaussiana t-Student
Medida Cidade C1 C2 C1 C2
MSE Belo Horizonte — 2228,32  1216,88  2242,04 1218,34

Uberlandia  1707,76 912,31  1707,30 911,80

Contagem  1474,64  1132,54  1471,25  1128,03

Juiz de Fora 82,00 112,73 83,01 114,22

Betim 284,59 347,99 288,45 349,01

Montes Claros 12534,75 12518,95 12539,97 12523,44

Ribeirao das Neves 21,54 46,46 21,65 46,95

Uberaba 92268,07 90650,74 92265,09 90644,32

Governador Valadares 62514,49 61908,11 62502,69 61892,48
Ipatinga 77785,98 78450,77 77791,40 78453,41

DIC Belo Horizonte 7793,695 11131,14 7793,786 11131,18
Uberlandia® 1551,937 16247,82 1551,882 16247,81

Contagem 2385,468 4197,599 2385,428 4197,574

Juiz de Fora 8186,377 8371,127 8186,461 8371,217

Betim'®© 5178,921 11156,05 5178,984 11156,09

Montes Claros 9781,283 9757,297 9781,267 9757,282

Ribeirao das Neves 1139,773 2612,539 1139,812 2612,588

Uberaba 7102,831 8566,895 7102,788 8566,861

Governador Valadares 7964,591  8137,77 7964,605 8137,787
Ipatinga 9440,753 9844,417 9440,746 9844 .4

MSE Médio 25090,21 24729,75 25091,28 24728,20
DIC Médio'! 6724,35  7827,35  6724,36  7827,36

O mais importante a observar é a caracteristica de dualidade das estimativas.
O modelo mais simples de um modo geral, possui valores de DIC inferiores ao modelo
mais complexo que se ajusta melhor aos dados. No entanto, as estimativas de predicao

do modelo mais complexo sao, também de um modo geral, inferiores as do modelo mais

9
10
11

A cidade apresentou problema numérico em alguma observacao do modelo t
A cidade apresentou problema numérico em alguma observagdo do modelo t
Valor calculado sem Uberlandia e Betim
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simples, ressaltando ainda mais a dificuldade de obtencdo de um modelo ideal em que
¢ minimizado tanto qualidade de ajuste, quanto qualidade de predi¢ao. Enquanto um
modelo, que possui mais parametros e se ajusta bem os dados, tem as suas predi¢oes
viciadas, o modelo mais simples se ajusta de maneira inferior aos dados, porém com

estimativas mais acuradas.
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Figura 14 — Estimativas Gaussianas de C1, sem efeito espacial, e C2 para as 10 cidades mais populosas
de Minas Gerais. As linhas vermelhas e verdes representam as estimativas para C1, sem efeito espacial,
e C2, respectivamente. A linha vertical separa os dados de 2012.

Por fim, os modelos C1, assumindo 6; ora independente e ora com dependéncia
espacial, e C2 foram estimados com base em todos os 853 municipios de MG. Um dos
objetivos principais era avaliar uma possivel melhoria das estimativas e ajuste assumindo
esta estrutura de dependéncia espacial. A Tabela 6 apresenta o valor mediano de DIC e
o valor médio de MSE de todas as cidades, nota-se claramente que os valores sdo muito
proximos entre si, com destaque apenas para os valores de DIC mediano encontrados para

as estimativas de cada cidade separadamente do modelo C2.

Tabela 6 — Medidas de ajuste e predicado dos modelos estimados com base em todos municipios

C1 C2
Indep. Indep. Besag Besag - -
Gaussiana  t-Student Gaussiana t-Student | Gaussiana t-Student
DIC 73,048 73,052 73,061 73,064 314,275 314,275
MSE 612,807 612,802 612,818 612,830 613,301 613,401

Os ganhos quando analizados por uma medida resumo de todos as cidades esta
mascarado, devido niimero excessivo de cidades. Portanto, para analizarem um contexto

mais individual, verificou-se qual o modelo, dentre os seis, possuia o menor valor de DIC
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e menor valor de MSE para cada cidade. O resultado pode ser verificado na Tabela 7 que

ilustra o nimero bruto de cidades que o respectivo modelo foi superior.

Tabela 7 — Numero de cidades presentes em cada modelo. As linhas representam o critério de qualidade
de ajuste (DIC); as colunas representam o critério de predigdo (MSE).

MSE Total
C1 Indep. C1 Besag C2
Gaussiana  t-Student | Gaussiana  t-Student | Gaussiana  t-Student
C1 Indep. Gaussiana 54 9 11 18 28 29 149
t-Student 15 38 3 8 11 7 82
Gaussiana 60 34 68 53 49 59 323
DIC  ClBesag | gident 52 19 76 52 34 39 272
2 Gaussiana 2 3 2 2 4 4 17
t-Student 2 2 0 3 1 2 10
Total 185 105 160 136 127 140 853

Analisando esta tabela podemos concluir, por exemplo, que em 54 cidades, dentre
todas as 853 do estado de MG, o modelo C1 supondo 6; com estrutura independente e
€1, Gaussiano produziu o menor DIC e MSE. Por outro lado, em 59 cidades, o menor
DIC resultou do modelo C1 assumindo #; com estrutura espacial e €1; Gaussiano e, nas
mesmas 59 cidades, o menor MSE foi proveniente do modelo C2 com &1, com distribuicao
t-Student. Observamos novamente que o modelo C2 nao foi capaz de vencer os modelos
C1 em termos de DIC, no entanto, nesta tabela fica evidente o ganho da inclusao do efeito
aleatorio com estrutura de dependéncia espacial introduzida quando comparado com este
efeito independente. O niimero de cidades presentes no modelo C1 Besag nas medidas de
DIC é bem superior aos outros dois modelos. No entanto, novamente constatamos uma
grande homogeneidade de desempenho nas predigoes realizadas para todos os modelos.
Isto pode estar sendo oriundo da dinamica temporal adotada que depende somente de um
valor do passado onde a clara estrutura sazonal é captada somente pelo termo senoidal
que se demonstra ainda insuficiente para contemplar os picos de dengue presentes nos
inicios de ano. Por fim, um fato importante para enaltecer novamente ¢é a dificuldade de
obter um modelo que seja superior tanto em ajuste, quanto uma capacidade de predicao
superior quando comparado com modelos competidores. Pela Tabela 7 observamos que
apenas 25,56% dos municipios sdo concordantes em termos de ajuste e predicdo, com
destaque para os 68 municipios que o modelo "Cl+Besag+Gaussiano” foi superior em

termos de DIC e MSE, ou seja, dificilmente existe um consenso em qual modelo optar.

Para concluir os estudos de aplicacao com esta base de dados, a fim de termos
comparativos de tempo computacional e complexidade, um modelo alternativo ao modelo
(6.1), sem o termo Ty (M4), também foi estimado separadamente para cada uma das
cidades, assumindo distribuicao Gaussiana e t-Student para e1;. Tais informacoes podem

ser analizadas na Tabela 8.

Analisando estes tempos de estimacao e complexidade de cada modelo é sugerida

a escolha do modelo mais parcimonioso, C2, em que nao ¢ incluido o efeito aleatério no
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Tabela 8 — Tempo (em minutos) para cada modelo

Modelo Efeito Aleatério Dist. Erro Tempo (min)

C1 Indep.  Gaussiana 14,35
t-Student 23,02

Besag  Gaussiana 19,21

t-Student 30,67

C2 - Gaussiana 6,97
- t-Student 11,45

M4 - Gaussiana 19,72
- t-Student 29,58

preditor linear. Além disso, o tempo computacional demandado para a estimacao deste
modelo mais simples é significativamente inferior ao tempo computacional dos modelos

mais complexos, reiterando a sua escolha em termos de parcimoénia e praticidade.

No entanto, cabe ressaltar que analizando conjuntamente os resultados apresenta-
dos nas Tabelas 7 e 8 podemos segregar as op¢oes de escolha dependendo do interesse de
pesquisa. Em termos preditivos, o modelo C2 pode ser escolhido pelo tempo computacio-
nal, parsimonia e devido a homogeneidade do niimero de cidades ganhadoras dentre todos
os modelos estimados, pois nenhum modelo se destacou. Por outro lado, se o objetivo é
ajuste em termos de DIC, o C2 é muito inferior, sendo escolhido apenas uma minoria
das vezes. Neste caso, algum C1 deve ser optado onde as estimativas assumindo #; com
estrutura espacial figuraram uma boa escolha devido a parsimonia e melhor ajuste sem

um custo de tempo consideravel.

Uma vez que os diversos modelos adotados para este estudo longitudinal da dengue
em MG mostraram a dificuldade de lidar com ajuste e predicao nesta especifica classe de
dados. Métodos de selecao de modelos que fogem do escopo natural de medidas de quali-
dade a luz dos dados, como, por exemplo, tempo computacional, podem ser considerados
como instrumento de decisdo nas escolhas. Como os modelos estimados resultaram em
heterogeneidade de decisao, a escolha por algum modelo para futuras andalises estaria de

alguma forma justificada.
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7 Discussoes

Esta dissertacao descreve como realizar inferéncia Bayesiana utilizando a abor-
dagem INLA, através do R-INLA, para estimar modelos dindmicos generalizados nao-
Gaussianos, em outras palavras quando o ruido do sistema de evolucao, ou sistema ob-
servado, possui uma distribui¢do nao-Gaussiana. A estrutura como ela foi construida foi
motivada pela apresentacao da classe de modelos em que o método INLA trabalha, uma
descrigao exemplificada desta abordagem e de que maneira ela pode ser utilizada para a

estimacao destes modelos dinamicos nao-Gaussianos para modelagem de séries temporais.

Tais modelos podem ser vistos como parte de modelos hierarquicos latentes onde
um campo latente ndo-Gaussiano é assumido e, portanto, invalidando o uso direto da

metodologia INLA que requer que o campo latente seja Gaussiano.

Utilizando um exemplo de um passeio aleatério de primeira ordem apresentamos
como utilizar uma estrutura aumentada para superar a limitacao Gaussiana do R-INLA
para o campo latente. A chave para entender o motivo que nossa abordagem funciona
reside no fato que o campo latente nao-Gaussiano é aproximado por uma distribuicao
Gaussiana e corrigido na funcao de verossimilhanga tentando minimizar a perda desta
aproximacao para modelos dependentes. Discutimos e explicamos os motivos para fazer
esta aproximacao e, especialmente, onde nos calculos do R-INLA isto irda impactar. Além
disto, realizamos aplicagoes em dados reais para dois conjuntos de dados ilustrando a

nossa abordagem.

Através de simulagoes, ndés mostramos a necessidade de modelagens mais robus-
tas quando séries temporais sofrem repentinas mudancas estruturais. A partir dos nossos
resultados, observamos que modelos Gaussianos sao sensiveis a mudangas estruturais en-
quanto que a nossa abordagem robusta assumindo uma distribuicdo t-Student é mais
robusta. Especificamente, nosso estudo de simulacao apresentou uma demanda incisiva

para evitar a usual suposicao Gaussiana na maioria dos cenéarios contaminados.

Existem tracos de que algumas politicas publicas para controle do crime podem
gerar um efeito positivo na tendéncia temporal dos crimes permitindo/criando mudangas
estruturais. E evidente que outros fatores podem ajudar a confirmar estas hipéteses, no
entanto é muito provavel que investimentos em seguranca, tais como as politicas apli-
cadas nos grupos G1 e G2 na Secao 6.1, tém contribui¢coes na mudanga da dindmica
observada. A nossa aplicacio nas taxas de homicidios, conforme esperado, apontaram que

politicas publicas podem desempenhar um importante papel para explicar dindmicas ho-
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micidas através de uma abordagem robusta devido as caracteristicas deste tipo de dado.
No contexto epidemioldgico, o estudo da dengue se mostra importante no contexto de
saude publica e apresentou caracteristicas a serem relevadas como a presenca de surtos
epidemioldgicos na forma de quebra estrutural de padrao sazonal em anos especificos. As
modelagens realizadas puderam mostrar as dificuldades de selecao de modelos no contexto
de ajuste e predicao de séries temporais. Apesar das motivacoes de termos escolhido estas
aplicagoes, estamos cientes de que a extensao apresentada poderia também ser justifi-
cada em outros campos como em modelos de volatilidade estocastica em, por exemplo,

Jacquier, Polson e Rossi (2004).

As perspectivas para futuros trabalhos englobam algumas vertentes. A estrutura
sazonal dos dados da dengue captadas através do termo senoidal aparentemente nao foi
suficiente para contemplar bem os surtos no inicio dos periodos de previsdo. Os mode-
los estimados poderiam ser aprimorados, assim como modelos alternativos poderiam ser
testados, como por exemplo a inclusao de termos nao somente de dependéncia condicio-
nal de primeira ordem mas de 12* ordem. Além disto, uma vez que a classe de modelos
apresentada na dissertacao engloba uma imensa gama de problemas, diferentes verossi-
milhancas para os dados poderiam ser assumidas além da Gaussiana e Poisson, como,
por exemplo, Binomial, Skew-Normal ou Gama. Outra extensao seria investigar modelos
nao-Gaussianos no INLA para casos onde os termos de erro do sistema latente possuam
estrutura de dependéncia mais complexa, como, por exemplo, estrutura espacial, o que
abrangeria a aplicagdo da abordagem INLA para Modelos nao-Gaussianos Latentes mais
complexos. No entanto, a principal vantagem da estrutura apresentada nesta dissertacao é
de que ela permite o usuario ajustar diversos modelos dinamicos nao-Gaussianos estrutu-

rados com uma boa acuracia e rapidez utilizando uma ferramenta amigavel ja disponivel.

Acreditamos que a comunidade aplicada pode fazer bom uso desta metodologia
quando demandada. Para dados de séries temporais reais, nao é raro observarmos quebras
estruturais e uma abordagem robusta, como a apresentada, pode representar uma melhor
adequagao para ajustar este tipo de dado. Por fim, formalizamos como utilizar o R—-INLA

para modelos dindmicos generalizados nao-Gaussianos de uma maneira simples.
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