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Introducao

Nos anos que tenho ministrado a disciplina de Processos Estocéasticos no Curso de Grad-
uao em Estatistica da Universidade Federal de Minas Gerais tenho notado que nao temos
um texto adequado e acessivel para os estudantes, principalmente em Portugueés.

Pretendemos, com essas notas de aula, tentar superar esse problema e esperamos dessa
maneira contribuir no aprendizado da disciplina.

Assumimos, para acompanhar essas notas, que o estudante tem familiaridade com Céalculo
Integral e Algebra Linear. Assumimos também que tem familiaridade com Conceitos de
Probabilidade em nivel inicial. Mesmo assim, fazemos, no primeiro capitulo um resumo dos
conceitos bésicos de Probabilidade.

As primeiras anotacoes que levaram a essa versao estao baseadas em anotacoes de aulas
de estudantes que foram meus alunos na disciplina. Em particular agradeco a Isménia B.
de Magalhaes e Fernanda N. de Assis que emprestaram suas notas de aula. Muitos estu-
dantes contribuiram com observagoes feitas em versoes preliminares. Citar todos eles seria
impossivel. Agradego também a Clodio P. de Almeida pela sua assisténcia na preparacao da
versao final.

Belo Horizonte, 24 de maio de 2011.

Gregorio Saravia Atuncar
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1 Capitulo 1. Introducao e Revisao de Probabilidade.

Faremos neste capitulo uma breve revisao dos conceitos mais importantes de Probabilidade.
Assumimos que o leitor estd familiarizado com o tépico. A quem nao estiver, recomendamos
uma leitura cuidadosa de Ross (2002), por exemplo.

Na segunda secao serao apresentados os conceitos basicos de Processos Estocasticos.

1.1 Probabilidade

Imaginemos um experimento aleatério = com espago amsotral S. Consideremos n repetigoes
independentes de = e seja A C S.

Definicao 1.1.1 Define-se a probabilidade frequentista do evento A como
na

P(A) =limy, oo—.
n
Nessa definicao, ns é o numero de vezes em que o evento A ocorre.
O leitor pode facilmente verificar que :
(A1)P(A) > 0,
(A2) P(S)=1
(A3) Se A e B sao dois eventos disjuntos, entao P(AU B) = P(A) + P(B)

(A1), (A2) e (A3) sao conhecidos como axiomas de probabilidade. Diremos neste caso
que P é aditiva.

Quando substituimos (A3) por
(AS’) P( '?il Az) = ?il P(AZ), Se Al, A27. .. étal que Az N Aj = Q) para ) 7A j,

diremos que P é ¢ - aditiva.

No que segue, adotaremos a definicao axiomatica de probabilidade. Isto é, ao falar de
uma probabilidade P, assumimos que P é uma funcao que a cada evento £ C S, associa sua



probabilidade P(A) satisfazendo (A1), (A2) e (A3) ou (A3’).
A partir dos axiomas sobre uma probabilidade aditiva, pode-se provar que:
P1. Para A e B dois eventos quaisquer, P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B),
P2. P(A¢) =1— P(A), onde A€ é o evento complementar de A,
P3. Se A C B, entao P(A) < P(B),
P4. P(A) <1,
P5. Se Ay, As, . . ., A, sdo eventos disjuntos, entao P(U, 4;) = >, P(A;)

Deixamos como exercicio para o leitor provar essas propriedades a partir dos axiomas. A
propriedade 1 pode ser estendida para mais de dois eventos. Por exemplo, se A, B e C sao
tres eventos, tem-se que

P(AUBUC) = P(A)+ P(B)+ P(C)— P(ANB)— P(ANC) — P(BNC) + P(ANBNC)

A partir de P1 temos também que P(AN B) = P(A) + P(B) — P(AU B). Como
P(AU B) <1, temos entao que
P(ANB)>P(A)+ P(B)—-1

Essa ultima relacao é conhecida como Desigualdade de Bonferroni. Tal resultado pode ser
estendido para mais de dois eventos. Observe que

P(ANBNC)=PAN(BNC))>PA)+PBNC) -1,
usando novamente a desigualdade de Bonferroni, teremos que P(BNC') > P(B)+ P(C)—1.
Entao finalmente obtemos que P(ANBNC) > P(A)+ P(B)+ P(C) —2
Em geral, se Ay, A, . . ., A, s@0 n eventos quaisquer, pode-se provar usando o principio
de indugao matematica que

P(AiNnA;N..NA,) >P(A)+ P(A) +..P(A,) — (n—1)

Uma probabilidade P satisfazendo (A1), (A2) e (A3), satisfaz (A3’) se e somente se sat-
isfaz a propriedade chamada continuidade no vazio que estabelecemos, sem prova, a seguir.



Antes de estabelecer essa propriedade, precisamos da seguinte

Definicao 1.1.2: Dizemos que uma sequéncia de eventos A;, As, . . ., decresce mono-
tonamente para o vazio se para cadan, 4,1 C A, e N°%, = (). Adotaremos a notacao A4, | )

Continuidade no vazio: Se A,, | 0, entao P(A,) | 0.

Naturalmente essa propriedade pode ser estabelecida em forma mais geral. Dizemos
que a sequéncia de eventos Ay, As, . . .; decresce monotonamente para A se para cada n,
Appn C A en A, = A Anotagao A, | Aserd adotada. Se A, | A, entdo P(A,) | P(A).
Diremos que a sequéncia Ay, As, . . cresce monotonamente para o evento A se para cada n,
A, CAppre U2 A, =A Se A, T A, entao P(A,) T P(A).

Um conceito muito importante em Teoria de Probabilidade é o de Probabilidade Condi-
conal. Seja um evento A tal que P(A) > 0. Para um outro evento B, define-se a probabil-

. . ~  P(ANB
idade condiconal de B dado que o evento A ocorreu, como a razao P(ANB)

A Denota-se essa
probabilidade por P(B/A). Isto é,

p(B/A) = LAOB) (;‘(Z)B )

O leitor pode verificar que P(B/A) satisfaz os tres axiomas de probabilidade, mas agora
com o espago amostral restrito a A. Ou seja:

(A1C) P(B/A) =0,

(A2C): P(A/A) =1,

(A3C). Se B e C sao dois eventos disjuntos, entdao P((BUC)/A) = P(B/A) + P(C/A).

Deixamos como exercicio para o leitor checar essas propriedades. E a partir desses ax-
iomas, formalizar e provar propriedades similares a P1-P5. Se P é ¢ - aditiva, a probabilidade
condicional também é o - aditiva e portanto continua no vazio.

Exemplo 1.1.1 Consideremos o problema do lancamento de dois dados. Calculemos a

probabilidade de que a soma dos resultados seja maior que 10 dado que a soma dos resultados
é par.



Solucao. O espago amostral associado a esse experimento contem 36 elementos, todos
equiprovaveis. Defina os eventos:

A: Soma dos resultados é par, B: Soma maior que 10
P(A) = % = 0,5. Os tnicos resultados em que a soma ¢é par e a soma ¢ maior que 10 é
o resultado (6,6). Sendo assim, P(B/A) = 130 = L.

Recomendamos ao leitor que ao abordar um problema sobre calculo de probabilidade, de-
fina claramente os eventos envolvidos no problema. Deve ser, sempre, esse o primeiro passo.
Isso nao somente facilita a solugaoo do problema como facilita também a comunicag¢ao com
eventuais interlocutores.

Exemplo 1.1.2. Consideremos uma linha de producao em grande escala que produz 4%
de itens defeituosos. Tres itens dessa linha sao escolhidos ao acaso para inspecao. Calcule-
mos a probabilidade de que seja escolhido no maximo um item defeituoso.

Solugao. O espago amostral associado ao experimento de escolher tres itens é
S={DDD,DDN,DND,NDD,NND,NDN, DNN, NNN}. Nesse espago, DND, por ex-
emplo representa defeituosos na primeira e terceira retiradas e nao defeituoso na segunda.

Defina o evento A: No méaximo um item defeituoso é retirado. Esse evento pode ser rep-
resentado por
A={NND,NDN,DNN,NNN} e
P(A) = P(NND)+P(NDN)+P(DNN)+P(NNN) = 3(0,96)%(0,04) +(0,96)% = 0,9953.

Observe que estamos assumindo que os resultados das retiradas sao independentes. Essa
suposicao, neste casso é razoavel pois a linha de producao é em grande escala e portanto
as retiradas estao sendo feitas de um numero grande de itens. Em casos como esses pode-
mos fazer tal aproximacao . A maneira de ilustracao, suponha que durante um periodo de
operacao foram produziods 10.000 itens. Em média serao produzidos 400 itens defeituosos.
A probabilidade de que o segundo item observado seja defeituoso, dado que o primeiro foi
defeituoso é igual a % = 0,0399 que é bem préximo de 0,04 que é a probabilidade de que
o segundo seja defeituoso. Essa aproximacao ja nao é boa se temos um nimero pequeno de
itens produzidos. Por exemplo, se sao produzidos 100 itens as correspondentes probabili-

dades sao 0,0303 e 0,04.



Calcular, nesse exemplo, a probabilidade de que nenhum defeituoso foi observado dado
que no maximo um defeituoso foi retirado. Para abordar esse ultimo problema, defina o

evento B: Nenhum defeituoso foi observado. P(B/A) = Pgaf) = %0;)9965); =0, 8889

Assim como definimos P(B/A), podemos também definir P(A/B) = PI(D’?BJ)B) e a partir

dessas definicoes temos que
P(ANB)=P(A)P(B/A) = P(B)P(A/B).

Essa tultima relacao é conhecida como Regra de multiplicagao. Tal regra pode ser
estendida a mais de dois eventos. isto €, por exemplo

P(ANBNC) = P(AN B)P(C/AN B) = P(A)P(B/A)P(C/(AN B)).

Em geral, sejam Ay, As, . . ., A, eventos quaisquer, a probabilidade da interseccao desses
eventos é dada por

P(A; N Ay . Ay) = P(A)P(As/AL). . P(Ay /(A1 O Age. 0 Ayy))

Observe que no exemplo 1.2, P(B) = & que ¢ diferente de P(B/A) = {z. Quando
P(B/A) = P(A), diremos que os eventos A e B sao independentes.

Uma defini¢ao equivalente: Os eventos A e B sao independentes se P(ANB) = P(A)P(B).

A prova dessa equivaléncia é simples: Suponha que P(B/A) = P(B). Pela regra da
multiplicacdo temos que P(A N B) = P(A)P(B/A). Substituindo o segundo fator, temos
P(AN B) = P(A)P(B). Reciprocamente, suponha que P(A N B) = P(A)P(B), entao
P(B/A) = B8 — P(B.)

Um resultado muito importante é o Teorema de Bayes que estabelecemos a seguir. Antes
disso daremos a seguinte definigao:

Diremos que os eventos Fy, Es, . . ., Ej formam uma particdo do espaco amostral S se :
(1) EiﬁEjz@parai;éj,
(i1) Ui, Ej=5.



Teorema da Probabilidade Total. Consideremos a particao E;, Fs, . . ., Ey do espago
amostral S e um evento F quaisquer. Entao

k
P(F) :ZP(Ez)P(F/Ez)
i=1
A prova é muito simples: O evento F pode ser representado por uma uniao de eventos
disjuntos pois

F=Fn( §:1Ei): le(FﬂE,-).

A segunda igualdade é verdadeira pela propriedade distributiva da interse¢ao com respeito
a uniao.

Desde que E; N E; = 0, teremos que (F N E;) N (FNE;) =0 para i # j. Entao, pela
propriedade P5 temos que P(F) = Y% | P(E; N F). Aplicando a regra do produto a cada
termo da soma temos que P(F) = Y% | P(E;)P(F/E;).

Como consequéncia imediata do resultado anterior temos o Teorema de Bayes que estab-
elece que se Fy, E,, . . ., E} é uma particao do espaco amostral S, entao para j =1, ..., k,
P(E;)P(F/Ej)
i1 P(E)P(F/E)

P(E,/F) =

1.2 Variaveis Aleatdrias

Introduzimos nesta secao o conceito de variavel aleatéria. O leitor deve lembrar que no
exemplo 2, os reultados do experimento aleatorio nao sao representados por numeros. O
objetivo de uma varidvel aleatéria é justamente quantificar os resultados de um experi-
mento aleatorio. Nesse exemplo, contemos o numero de defeituosos retirados e chamemos
ao resultado de X. Assim, X(NNN) = 0, X(NND) = X(NDN) = X(DNN) = 1,
X(DDN) = X(DND) = X(NDD) = 2 e X(DDD) = 3. Fazendo essa associa¢ao, o
nosso espago amostral original transformou-se em Ry = {0, 1,2, 3}.

Formalizando, diremos que uma variavel aleatoria real, X, é uma funcao que associa um
numero real a cada resultado de um experimento aleatério. Assumiremos sempre que X é
uma variavel aleatoria real. Desde que uma variavel aleatoria X é uma funcao, o conjunto
de todos os possiveis valores que ela pode assumir serd chamado de contradominio de X e



serd representado por Rx.
Uma variavel aleatoria pode ser discreta ou continua. Diremos que ¢é discreta se assume
um numero finito ou infinito enumeravel de valores. Caso contrario, diremos que X é uma

varidvel aleatdria continua.

Se X é uma variavel aleatéria discreta definimos a funcao de probabilidade como a funcao
que a cada valor de X associa a sua correspondente probabilidade. Isto ¢é, p; = P(X = x;).

No exemplo 1.1.2 temos

po=P(X =0)=P(NNN) = (0.96)% = 0.884736,

p1=P(X =1)=P(DNN)+ P(NDN)+ P(NND) = 3(0.04)(0.96)? = 0.110592,
p2=P(X =2)=P(DDN)+ P(DND)+ P(NDD) = 3(0.04)%(0.96) = 0.004608 e
p3 = P(X = 3) = (0.04)® = 0.000064.

Tais valores podem ser apresentados da forma seguinte:

Table 1: Fungao de Probabilidade

0 0.884736
1 0.110592
2 0.004608
3 0.000064

A partir da funcao de probabilidade de uma variavel aleatéria discreta, definimos a funcao
de distribuigao, que associa a cada valor real, x, a probabilidade da variavel X ser menor ou
igual que x. Formalmente a funcao de distribuicao F availada em x, é definida por

F(z) = P(X < 2)
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A partir da definicao temos que se a variavel aleatéria discreta assume os valores xy, xa,
., Tr, a funcao de distribuicao esta definida por

Flz)=P(X <z)= Y p;
Jirj<z
Observe que se x <y, o evento {a € R:a <z} C {a € R:a <y}, entdo F(z) < F(y).
Isto é, a funcao de distribuicao é nao decrescente. O leitor pode provar também que F é
continua a direita e que lim,_, _, F'(z) =0 e lim,_,o, F'(x) = 1. Essas ultimas propriedades
decorrem da continuidade no vazio.

A funcao de distribuicao tem sido definida a partir da funcao de probabilidade. Podemos
também fazer o caminho inverso, isto é, definir a funcao de probabilidade a partir da funcao
de distribuicao. De fato, se 1 < x5 < ... < ) sao os valores que X pode assumir, temos que

p(x;) = F(x;) — F(x-1).

A esperanca de uma variavel aleatéria discreta é definida por

k
B(X) = Y uP(X =),
j=1
Denotaremos por px a esperanca de X e quando nao houver lugar a confussao, denotare-

mos apenas por . Se Y é uma funcao de X, isto é, se Y = g(X), a esperanca de Y pode ser
calculada como

Um caso particular é quando g(X) = (X — ux)?. Temos neste caso,

E(Y) = B(X - px)*

e essa serd chamada Variancia de X e serda denotada por o%. O leitor pode provar que

0% = E(X?) — (E(X))?. Pode provar também , como um outro caso particular, fazendo
g(X)=aX +0b, que E(aX +b) =aE(X)+b.

Um outro caso particular é quando ¢g(X) = X", E(¢9(X)) = E(X") = Zf VIR P(X = xy)
¢ chamado o momento de ordem n de X.
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Quando X é uma variavel aleatoria continua, existe uma funcao f, nao negativa tal que
2. f(x)de = 1. Tal funcdo é chamada funcdo de densidade de probabilidade de X. Se
A C R, definimos P(A) = [, f(z)dx.

Se A = [a, b], pela definicao de P temos que P(A) = P(a < X < b) = [° f(x)dz. Observe
que P(X =a) = P(a < X <a)=[f(z)dx =0. Isto é, se X é varidvel aleatéria continua, a
probabilidade de que ela assuma um valor especifico é zero para quaisquer valor real. Como
consequéncia disso temos que se X é continua, entao

Pla<X<b)=Pla<X<b=Pla<X<b)=Pla<X<b)

Se X ¢é varidvel aleatdria continua, a funcao de distribuigao é definida por F(z) = P(X <
x) = [T f(t)dt. Feita essa defini¢do, temos que, pelo Teorema Fundamental do Calculo que
f(z) = F'(z) se F é derivével em x.

Em forma analoga ao caso discreto, definimos a esperanca de X como

E(X) = / of (z)da.
Ese Y = g(X), E(Y) = [ g(a)f(x)da.

Consideremos agora duas varidveis aleatérias, X e Y e consideremos o vetor (X,Y).
Chamaremos a (X,Y) um vetor aleatério. Consideremos primeiro o caso em que tanto
X quanto Y sao discretas. A funcdo que a cada ponto (z;,y;) do contradominio do vetor
(X,Y) associa sua probabilidade serd chamada funcao de probabilidade conjunta do vetor
(X,Y), isto é

p(zi,y;) = P(X = ;.Y =y;)

A partir da funcao de probabilidade conjunta, podemos encontrar as funcoes de proba-
bilidade de X e de Y. Cada uma delas é chamada funcao de probabilidade marginal de X e
de Y respectivamente.

A obtencao de cada uma dessas funcoes é uma aplicacao do Teorema da Probabilidade
Total. Observemos que o vetor (X,Y) transforma um espago amostral S no espago amostral
Rx X Ry (Produto cartesiano de Ry e Ry ). Nesse novo espago podemos definir uma parti¢ao

fazendo E; = {(z4,y;) : y; € Ry }. Claramente E; N Ey, = 0 se i # k € Uju,cry Bi = RxX Ry

12



Entao para A = {Y = y;,}, temos que
r;€ERx

Em forma analoga podemos obter a funcao de probabilidade marginal de Y.

Dado que X = z;, define-se a funcao de probabilidade condicional de Y como

Quando para todo i e para j, tem-se que
PY =y;/X = ;) = P(Y =y;),
dizemos que X e Y sao independentes. Equivalentemente, diremos que X e Y sao indepen-
dentes se para todo i e para todo j , P(X = z;,Y =y;) = P(X = z;) P(Y = y;).

Em forma analoga, define-se a fungao de probabilidade condicional de X dado que Y = y;.

Os momentos condicionais de Y dado que que X = z; sao simplesmente os momentos da
funcao de probabilidade condicional, isto é, por exemplo, a esperanca condicional de Y dado
que X = z;, é definida por

EY/X =x;)= Y yPY =y/X=uw).

Jy;ERy

Se W = g(Y), define-se a esperanca condicional de W dado que X = z; como

EW/X =z;)=E(QgY)/X =z)= > g(y)PY =y;/X = z;).

JyjERy
Em particular, E(Y?/X = 2;) =, cr, ¥7P(Y = y;/X = x;).
Define-s e a variancia condicional de Y dado que X = x; por
Var(Y/X = x;) = BE(Y?/X = 2;) — (E(Y/X = ;))*.

Quando os dois componentes do vetor (X,Y) sdo continuos, existe uma fungdo nao
negativa f tal que para A C R?, tem-se que P((X,Y) € A) = [ [, f(z,y)dxdy. Tal
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fungao f é chamada fungdo de densidade conjunta do vetor (X,Y) e satisfaz a condicdo
I2% 2% [ (@, y)dady = 1.

Nao provaremos aqui, mas pode-se obter as fungoes de densidade marginais tanto de X
quanto de Y a partir da fungao de densidade conjunta de (X,Y"), a saber:

fx@) = [ fay)dy.

—00

o) = [ flay)de,

Definem-se também as fungoes de densidade condicionais de X e de Y.

_ Sz, y)
_ f(z,y)

Diremos que X e Y sao independentes se

fz/y) = f(x),

para todo x e todo y. Equivalentemente se para todo x e todo y, f(z,y) = fx(z)fy(y),
diremos que X e Y sao independentes.

Exemplo 1.2.1 Considere o vetor (X,Y) com fun¢do de densidade conjunta
f(z,y) = ae” @t 0<z<y<oo

Encontrar as fungoes de densidade marginais de X e de Y e a funcao de denisdade condicional
de Y dado que X = 2.

Solucgao: O valor de a é encontrado a partir da condicao de que a integral sobre o plano
da funcio de densidade conjunta é igual a 1, isto é 1 = [° [*° ae~(**2)dydz. Resolvendo a
integral obtem-se a = 6.

A fungao de densidade marginal de X é igual a

/ Ge~ ac+2y / 26—231

Resolvendo a integral, obtemos f(x) = 3¢73*. O procedimento vale para x > 0. Entao

fx(x) =3e3 x > 0.

14



Para y > 0,

fr(y) = /y 6e~ "W dy = e~ /y e "dr = 6e (1 —e7Y).
0 0

Entao
fr(y) =6e (1 —eY) y > 0.
Se X =4,
fdy) _ e U2
fy/4) = = ——u
fX (4) 3e (4)
Em forma andloga ao caso discreto, definem-se os momentos condicionais de Y dado que
X = x como os momentos das fungoes de densidade condicionais.

= 2721 y>4

Dado um vetor (X,Y), e W = ¢g(X,Y), define-se a esperanca de W como

EW) =33 9(xi, y;) P(X,Y) = (24,y;)) no caso discreto e

EW) = [ I g9(x,y) f(x, y)dxdy no caso continuo.

A covariancia entre X e Y, denotada por oxy ¢ definida por E[(X — pux)(Y — uy)], isto é

oxy = E[(X — ux)(Y — py)]

Deixamos como exercicio para o leitor, calcular oxy no exemplo anterior.
Um outro exercicio é provar que oxy = E(XY) — E(X)E(Y).
O vetor m = (F(X), E(Y)) é chamado vetor de médias do vetor (X,Y) e a matriz
( O'g( oxXy )
E - 2
OxXy CTY
é chamada matriz de variancias e covariancia do vetor (X,Y’). A desigualdade ede Cauchy-
Schwarz garante que o determinante deX é nao negativa. O determinante é 0 apenas se Y

ou X é uma funcao linear da outra.

Exemplo 1.2.2 Calcule a esperanca condicional de Y dado que X = 4.
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Solugao. No exemplo anterior calculamos a funcao de densidade condicional de Y dado
que X =4, entao

= 1
E(Y/X = 4) = / 2ye 0 dy = =+ 4.
4

1.3 Definicoes Basicas de Processos Estocasticos

Antes de iniciar com as defini¢oes basicas, falemos de alguns exemplos simples que ajudarao
entender os conceitos envolvidos na teoria de Processos Estocasticos. Voce leitor, esta famil-
iarizado com Varidveis aleatérias e/ou vetores aleatérios. Nos anos que tenho ministrado a
disciplina de Processos Estocasticos para o Curso de Graduacao em Estatistica da UFMG,

tenho percebido que o estudante tem certa dificuldade quando esses conceitos sao introduzi-
dos.

Nas minhas primeiras leituras sobre Processos Estocasticos encontrei o seguinte exemplo
que pode nao ser util do ponto de vista técnico mas ajuda entender o que é um processo
estocastico. Tal exemplo fala de uma pessoa que vamos chamar de Joao. Joao recebe um
cavalo de presente, mas ele nao entende nada sobre cavalos. Depois de um tempo queria
cortar a cauda do cavalo. Ele perguntou para um entendido sobre a altura a qual deveria
cortar a cauda. O entendido disse para ele que corte a altura que ele achar conveniente pois
seja qual for a altura, tera alguem que ache muito curta a cauda e tera alguem que ache
muito comprida. E acrescentou: Mesmo voce, depois de cortar, pode mudar de ideia no dia
seguinte.

Esse exemplo permite visualizar que a altura da cauda depende da pessoa que estd
opinando(w) e também do instante de tempo em que a pessoa estd opinando. Quer dizer,
se X representa o comprimento da cauda do cavalo, X é uma funcao de w e n, sendo w a
pessoa que emite a opiniao e n o dia em que tal pessoa emite a opiniao.

Podemos, entdo, definir X = {X(w,n) : w € Q,n € I} como um Processo estocastico.
Para w fixo, X (w) = {X(w,n) : n € I'} serd uma realizagdo do processo.

Pensemos num segundo exemplo: Considere uma linha de producao. Essa linha possui

100 méaquinas. Todo dia, escolhe-se uma maquina e observa-se o niimero de pecas defeitu-
osas por ela produzidas. Neste caso, X = {X(w,n) : w =1,2,...,100;n = 1,2, ...} define o
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processo associado ao nimero de pecas defeituosas produzidas por maquina.

Defini¢ao 1.3.1.Definimos formalmente um processo estocastico X = {X; : t € I'} como
uma familia de varidveis aleatorias . I serd chamado espago de parametros. Em nossa disci-
plina assumiremos I = [0,00) ou I = {0,1,2,...}. No primeiro caso diremos que o processo
é com parametro de tempo continuo e no segundo, com parametro de tempo discreto.

Sabemos que uma variavel aleatéria real é uma funcao que a cada ponto w de um espaco
amostral associa um nimero real. Assumiremos que no processo X, todas as variaveis estao
definidas sobre um mesmo espaco amostral. O contradominio de todas as variaveis aleatérias
serd chamado espaco de estados do processo e denotaremos por E. Se E é discreto, dire-
mos que o processo estocastico é discreto, se E é continuo, diremos que o processo é continuo.

Exemplo 1.3.1. Seja X = {X; : t > 0}, onde X;= Pre¢o de uma agdo no instante t.
Nesse caso, [ =T = [0,00), E = {x:x > 0}.

Exemplo 1.3.2. X = {X,, : n > 0} onde X,, = Nimero de itens defeituosos encontrados,
no dia n, em uma linha de producdo. Nesse caso, [ = {0,1,2,...} e E ={0,1,2,...}.

Desde que um processo é uma familia de varidveis aleatérias,podemos falar das dis-
tribuicoes delas. Para quaisquer conjunto finito {t1,%s,...,tx} C I, a distribuicao do vetor
(Xt,, Xy, ooy Xt } € chamada a distribuigao finito dimensional do processo. Em particular,
para um valor de t fixo, a distribuicao de X; sera a distribuicdo unidimensional de X;. A
totalidade das distribuicoes finito-dimensionais de um processo determinam , sobre condigoes
gerais, a distribuicao do processo. Esse resultado é dado pelo Teorema de Consisténcia de
Kolmogorov. Infelizmente foge ao alcance da nossa disciplina. O leitor interessado pode ver,
por exemplo, Kolmogorov (1956).

Um processo estocastico é chamado Gaussiano se todos os vetores finito-dimensionais
possuim distribuicao normal multivariada.

Associada a X; temos sua média u; = F(X;) e sua variancia o7 = Var(X;). A fungao
média do processo é definida por = {u; : t € I} e a fungao variancia por 0% = {07 : t € I'}.
A funcédo covariancia de um processo é definida por {o(s,t),s,t € I} = {Cov(X,, X}), s,t €
I}.

2

Diremos que um processo estocastico é estaciondrio se y; = u, 02 = o2 para todo t e
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Cov(Xs, X;) é uma fungdo que depende apenas de |s — t|. O processo serd dito estrita-
mente estaciondrio se para todo k, s e 0 < t; < ty < ... < t os vetores (Xy,, Xy, ..., Xy, ) €
(X145 Xtgtsy--s Xt,+s) Possuim a mesma distribuicdo conjunta. Em particular, X; e X4
sao identicamente distribuidos para quaisquer valores de s e t. Alguns autores usam os con-
ceitos de estacionario no sentido amplo e estacionario respectivamente.

Dado um processo estocastico, a diferenca X;,; — X, é definida como incremento do
processo em um itervalo de comprimento t. Diremos que o processo possui incrementos in-
dependentes se os incrementos em intervalos disjuntos de tempo sao independentes. Isto é,
dados 0 <ty <ty <t3 <ty <..<ty,asvaridveis Xy, — Xy, Xoy — Xy, . . . e Xy, — X4,
sao independentes.

Se a distribuicao dos incrementos X;,, — X; depende apenas do comprimento s do inter-
valo (t,t + s], diremos que o processo possui incrementos estacionarios.

De particular interesse em nossa disciplina serao os processos Markovianos. Diremos que
um processo estocastico possui a propriedade de Markov se, dado o valor de X;, as dis-
tribuicoes de X, para s > t, nao dependem dos valores de X, para u < t. Quer dizer que o
comportamento do processo no futuro nao depende do passado quando o estado presente do
processo é conhecido.

Definicao 1.3.2. Formalmente, diremos que um processo estocastico possui a pro-
priedade de Markov se para 0 < t; <ty < ... < t, <t,

P(Xt S A/th = xhth = T2, ...,th = .fL'n) = P(Xt € A/th = l’n)

A funcao
P(z,s,t,A) = P(X; € A/ X, =) t>s,

é chamada funcao de probabilidade de transicao e é basica para o estudo dos processos
de Markov.

A distribuicao de X é chamada distribuicao inicial do processo. Se a distribuicao inicial
e a funcao de probabilidade de transicao sao conhecidas, todas as distrbuigoes finito dimen-
sionais podem ser calculadas, como pode se ver a seguir: ( Por simplicidade, assumir que o
processo é discreto com espago de estados finito £ = {0, 1,2,..., M })
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a) Distribuigbes unidimensionais:

P(X,=j) = ZP(XOZi,Xt:j)

= 2 P(Xo=0)P(Xe=j/Xo=1i) =3 P(Xo=4)P(i,0.t,5)

b) Distribuigoes finito dimensionais:

P(th - il;th - 7:2, ...,th - Zk)
M
= Y P(Xo=14,Xs, =01, Xy, = U2, .., Xy, = ig)
1=0
M
= Y P(Xo=1)P(Xy, =i1/Xo =1)P(Xy, =ia/ Xy, =11).. P(Xp, = in/Xpp , = i51)

=0

= P(Xo=1)P(i,0,t1,11)P(i1, t1, ta, i) .. P(ty_y, th1, thy ik
=0

Daremos mais detalhes e exemplos no proximo capitulo em que abordarmos as cadeias de
Markov.

1.4 Exercicios

1.4.1 Uma linha de producao, em grande escala, produz 2% de itens defeituosos. Todos os
dias no inicio de operacao, 5 itens sao escolhidos para inspecao. Se um ou mais desses itens
resultar defeituoso, as maquinas sao calibradas.

a) Encontre a fungao de probabilidade do niimero de dias transcorridos até a primeira cali-
bragao,

b) Se nos primeiros 4 dias de operac¢ao nao precisou calibrar as maquinas, qual é a probabil-
idade de que nos proximos 4 dias nao precise calibragao?,

c¢) Que hipotese voce estd assumindo para abordar o problema?

1.4.2 A funcio de densidade de uma variavel aleatéria continua é dada por f(z) = 1z

2
para 0 < z < « e 0 caso contrario.
a) Encontre a funcao de distribuicao de X e calcule P(X < 1/X < 1,5),
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b) Encontre Var(X).

1.4.3 A varidvel aleatéria X tem funcao de distribuicao dada por F'(a) = 0 para a < 0 e
F(a) =1—¢e7%%% para a > 0.
a) Encontre a func¢ao de densidade de X,
b) Calcule P(X > 20) e P(X > 40/X > 20),
c¢) Encontre F(X).

1.4.4 Considere X uma variavel aleatoria de Poisson com parametro A. Mostre que
E(X") = AE{(X + 1)1}
Vocé sabe que F(X) = \. Use o resultado anterior e calcule Var(X) e E(X?)

1.4.5 Considere a variavel aleatoria continua X cuja funcao de densidade é dada por
f(z) = az? para 0 < x < 2 e 0 caso contrdrio

a) Encontre a fungao de distribuicao de X
b) Calcule P(0.5 < X < 1.4/0.8 < X < 1.6)

1.4.6 Considere o vetor (X,Y) distribuido uniformemente na regido R definida por R =
{(z,y) : 0<y<3,y—3<x<3—y}
a) Encontre as fungoes de densidade marginal de X e de Y,
b) Calcule P(-1 < X <1/Y =2)e P(-1 < X <1/1<Y <2),

1.4.7 a) Sejam X e Y varidveis aleatérias independentes continuas com fungoes de densi-
dade fx e fy respectivamente. Defina Z = X 4+ Y. Prove que a funcao de distribuicao de
Z ¢ dada por Fz(z2) = [°0, fx(y)Fy(z —y)dy. A partir desse resultdo encontre a func¢ao de
densidade de Z.

b) Considere X e Y i.i.d. N(0,1). Use o resultado de (a) e encontre a funcao de densidade
da soma dessas variaveis aleatodrias.

1.4.8 Considere X1, X», . . ., X,, i.i.d. distribuidos de acordo a uma uniforme no intervalo
[a, b].
a) Defina U,, = maz{X1, Xs, ..., X,,}. Encontre a funcao de distribuigao de U,
b) Considere u < b e encontre lim,,_,, F,(u),
c¢) Considere u > b e encontre lim,,_.., F,(u),

1.4.9 Sejam X e Y i.i.d. com distribuicao geometrica com parametro p
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a) Encontre a distribui¢io de Z = X +Y,
b) Se Z = k, encontre a distribui¢ao de X.

1.4.10 Considere X ~ exp(A) e Y ~ exp(A). Suponha que X e Y s@o independentes,
deﬁnaU:X—i-YeV:XiH,
a) Mostre que U e V sao independentes,

b) Encontre a distribui¢ao de V

1.4.11 a)Considere X e Y com distribuigdo binomial com parametros n, p e m,p respecti-
vamente. Se X e Y sao independentes, prove que X + Y tem distribuicao binomial. Quais
sao os parametros,

b) Qual a distribuigao de X se X +Y = r?.

1.4.12. Resolva o Exercicio 1.4.11 se X e Y sao independentes com distribuicao de Poisson
com parametros A e 3 respectivamente.

1.4.13. Considere X e Y independentes com distribuicao exponencial com parametros \ e
0 respectivamente. Defina U = min{X,Y}. Encontre a distribuigdo de U. Obs. Considere
a representacao f(x) = \e ® para x > 0.

1.4.14. No Exercicio anterior, calcule P(U = X).

1.4.15 Considere X, X5, . . ., X, indpendentes com distribuicao exponencial com
parametro \; respectivamente. Defina U = min{Xi, Xo, ..., X,,}. Encontre a distribuicao de

U e calcule P(U = Xj).
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2  Capitulo 2. Cadeias de Markov

No capitulo anterior apresentamos algumas defini¢oes basicas sobre processos Markovianos.
Neste capitulo concentraremos nossa atengao nos processos Markovianos com espagos de es-
tados discretos. Neste caso diremos que o processo é uma cadeia de Markov. Concentraremos
inicialmente no caso em que o parametro de tempo é discreto e o espago de estados é finito.
Exemplos comuns desse tipo de cadeias acontecem na area de controle de qualidade. Na
inspegao de itens de uma linha de produgao podem-se encontrar itens defeituosos e esses de-
feitos podem ser de varios tipos. E de interesse do inspetor saber se a sequencia de defeitos
guarda uma certa estrutura. Um outro exemplo é o que é chamado de Caminho aleatorio
restrito que serd descrito na seguinte secao.

Sem perda de generalidade assumiremos E = {0, 1,..., M}. Apresentaremos um estudo
detalhado apenas das cadeias de Markov de primeira ordem e daremos alguns detalhes sobre
as cadeias de ordem superior. Neste capitulo, enquanto nao digamos o contrario, estaremos
falando das cadeias de Markov de primeira ordem

2.1 Conceitos Basicos

Definigao 2.1.1 Diremos que o processo X = {X,, : n =0,1,...} é uma cadeia de Markov,
se para todo n,

P(Xpi1=7/Xo=10, X1 =11,.... X, =1) = P(Xp41=7/X, =1). (1)

De maneira informal, podemos ver que a relagao anterior estabelece que a distribuicao
condicional de X,,; dada a historia do processo depende apenas do estado presente do
processo. P(X, 11 = j/X, =1) define a probabilidade de transigao, em um passo, do estado
i para o estado j no instante de tempo n. Em geral essa probabilidade depende de i, j e n.
Quando essa probabilidade nao depender de n, diremos que a cadeia é homogenea no tempo
ou que possui probabilidades de transicao estacionarias. Neste caso, definimos

Pij = P(Xp41 =j/Xn =1) n=0,1,2,..

As probabilidades de transicao podem ser arranjadas em uma matriz quadrada de ordem
M + 1 e serd chamada Matriz de probabilidades de transicao e denotada por P. Isto é
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Pyo Pui1 - . . Puwm

Observemos que para cada i, {F,;,7 = 0,1, ..., M} define uma funcéo de probabilidade.
Isto é, para cada i, temos que

P; >0 para j =0,1,.... M

M
> Py=1.
j=0

Uma matriz P cujas entradas satisfazem essas duas condigoes é chamada Matriz Estocastica.

Distribuicoes Unidimensionais. A distribuicao de X é chamada distribuicao inicial
da cadeia e serd denotada por u, = (ugo, Uo1, ---torr), um vetor de dimensao M + 1. Por
abuso de notacao, representaremos dessa forma um vetor linha. Se u, e P sao conhecidas,
podemos encontrar a distribuicao de X,, paran = 1,2, ....

Calculemos , por exemplo, a distribuigao de probabilidade de X;. Essa distribuicao de
probabilidade serd representada por u; = (u10, U11, ---U1ps)

o,
>

I
E/.

I
M=

P(Xo=14,X1 =)

~
I
o

I
.ME

~
Il
o

P(Xo =1)P(X1 = j/Xo=1)

|
.Mi

~
I
o

uOi-Pij- (2)

Observe que P(X; = j) é o produto escalar de u, pela coluna correspondente ao estado ]
da matriz de probabilidades de transicao P. Entao u; = uyP. Isto é, o vetor que representa
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a fungao de probabilidade de X; é obtido como o produto matricial do vetor u, pela matriz
P.
Em forma andloga podemos encontrar a distribuicao de X5. De fato,

P(Xy=j) = %P(Xl =i, X5 = j)
= D PXi=i)P(Xy=j/X; =i)

M
= Y Py )
Ou seja uy, = u, P = (uyP)P = u, P>

O leitor pode perceber que se o vetor u, representando a fungao de probabilidade de
X, for conhecido, o vetor u,,, pode ser obtido como o produto matricial do vetor u, pela
matriz P. Isto é, u,,; = u, P. Iterativamente obtem-se u,,; = u, P = u,_, P? = ... = uy,P***.
Ou seja, a ditribuicao de probabilidade de X ,; pode ser obtida também como o produto
matricial do vetor representando a distribuicao inicial da cadeia pela matriz P**'. Veremos
mais para frente que P¥*! é a matriz de probabilidades de transicao de ordem k + 1.

Quer dizer que se conhecemos a distribuicao inicial e a matriz de probabilidades de
transicao, todas as distribui¢oes unidimensionais podem ser calculadas.

Distribuicoes Multivariadas. Falemos agora das distribui¢oes finito-dimensionais.
Para isso, precisamos calcular as probabilidades de transicao de ordem superior. Temos

definido P;; como a probabilidade de transicao do estado i para o estado j em um passo.
Definamos Pi(f) como a probabilidade de transicao do estado i para o estado j em dois passos.
Isto é

Py = P(Xp2 = /X, = ).

Essa probabilidade condicional pode ser calculada como a funcao de probabilidade marginal
de uma funcao de probabilidade condicional conjunta, ou seja

P'('Q) = P(Xn+2:j/Xn:i)

)

M
- ZP(Xn-H =k, Xni2 =j/Xn =1)
k=0
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M
= Z P(Xn+1 = k/Xn = i>P(Xn+2 = j/Xn+1 = k)
k=0

M
= > Puby
k=0

Esse resultado estabelece que a probabilidade de transi¢ao, de segunda ordem, do estado
i para o estado j é calculada somando as probabilidades de todas as trajetorias que vao do
estado i para um estado intermedidrio k em um passo e do estado k para o estado j em mais
um passo.

O leitor pode observar que Pi(f) ¢ o produto escalar da linha correspondente ao estado i

pela coluna correspondente ao estado j da matriz P. Isto é, se definirmos P® como a matriz

de probabilidades de transicao em dois passos ou matriz de transicao de segunda ordem,
temos que P® = PP = P?.

Deixamos como exercicio para o leitor provar que a matriz de probabilidades de transicao
em tres passos ou de terceira ordem, P® pode ser calculada como P®) = PP®?) = pp? = p3,
As entradas da matriz P? representam as probabilidades de transicao em tres passos. Isto é,

PP = P(Xuys=j/X,=1).

Em geral, as matrizes de probabilidades de transicdo em m passos ou de ordem m, P(™
podem ser calculadas como as correspondentes potencias da matriz P.

Observacao Como consequéncia da relacao 1, pode-se provar que
P(Xoim=7/Xo=1td0,.., Xn=1) = P(Xpim=17/Xn=1). (4)

Provemos, por exemplo, essa relagao para m = 2 :

P(Xn+2 - j/XO - io, 7Xn = Z)

I
B

P(XnJrl == k,Xn+2 - j/Xo = io, 7Xn == Z)

e
Il
o

I
B

P(Xpi1 =k/Xo =ig,... Xp, = 1) P(Xpso = 7/ Xo =g, .., Xpn = 1, X1 = k)

iy
o

I
M=

P<Xn+1 = k/Xn = Z.)P(*XTHQ = j/Xn-H = k)

B
Il
=)
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M

== ZP(XTL+1:]{;,X”+2:]/X”:Z)
k=0

= P(Xpso = j/ X, = i).

Deixamos como exercicio para o leitor fazer a prova para m = 3.
Pode-se provar também que para nq, no, . . ., n, tais que n < ny; < ng < .., ,
P(an — ilanz — iz, ...,an — ir/XO — io,Xl — il, 7Xn - Z)
= P(X,, =11, X,, =is,.... Xp, =1,/X, =1).
Equagoes de Chapman- Kolmogorov. Essas equagoes sao de muita utilidade no
estudo das cadeias de Markov. Elas estabelecem que a probabilidade de transicao de ordem
n + m de um estado i para um estado j pode ser calculada somando todos os produtos das

probabilidades de transicao do estado i para um estado intermediario k em m passos pelas
correspondentes probabilidades de transi¢ao do estado k para o estado j em n passos. Isto é

M
Py = 35 PP
k=0
Exemplo 2.1.1 Calcule a distribuicao de probabilidade de X; na cadeia de Markov com
espago de estados E = {0, 1,2, 3}, distribuigao inicial

u={ (0,2 0,4 0,3 0,1) |

e matriz de probabilidade de transi¢ao definida por

0,4 0,1 0,3 0,2
p_ 0,1 0,3 0,4 0,2
10,2 0,1 0,3 0,4
0,3 0,1 0,3 0,3
Solucao. O vetor u, é obtido multiplicando o vetor u, pela matriz P e obtem-se
0,4 0,1 0,3 0,2
0,1 0,3 0,4 0,2
uy = (g, uryuz,u) = (10,2 0,4 0.3 0.1) )| o'5 o7 03 04
0,3 0,1 0,3 0,3

Y

Fazendo o produto, obtem-se

1_11:(0,21 0,18 0,34 0,27)
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Exemplo 2.1.2. No exemplo anterior, calcular a matriz de probabilidades de transicao

de ordem 2.
Solucao.
0,4 0,1 0,3
> | 0,1 0,3 0,4
= 0,2 0,1 0,3
0,3 0,1 0,3

Fazendo o produto, obtem-se

P2

cooo
OSSN

cooo
W N

0,31
0,33
0,31
0,31

0,1 0,3 0,2
0,3 0,4 0,2
0,1 0,3 0,4
0,1 0,3 0,3
0,28
0,30
0,30
0,29

O leitor pode usar recursos computacionais e calcular as matrizes de probabilidades de
transicao de ordem 3 e 4. Obtera respectivamente

0,274
0,256
0,272
0,273

P =

0,2714
0,2676
0,2712
0,2713

Pt =

0,124
0,132
0,124
0,124

0,1248
0, 1264
0, 1248
0,1248

0,312
0,316
0,312
0,312

0,3124
0,3132
0,3124
0,3124

0,290
0,296
0,292
0,291

0,2914
0,2928
0,2916
0,2915

Na matriz P2, o valor 0,256, por exemplo, representa P(X, 3 =0/X, =1).

Tendo calculado as probabilidades de transicao de ordem superior, temos condicao de
calcular as distribuicoes finito dimensionais. Isto é, podemos calcular a distribuicao do vetor

(Xny, Xogy oy X

) Nk

) para quaisquer valor de k e 0 < ny < mny < ..ng.

Exemplo 2.1.3. Com a informagao do Exemplo 2.1, calculemos, a maneira de ilustracao,

P(X3=2,X5=0,Xs=1,X10=2).
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Solugao. Calculemos primeiro P(X3 = 2). Usando os conceitos anteriores, calculamos
u; = uyP? e obtemos

uy = ( 0,2661 0,1272 0,3136 0,2931 )
Dai obtem-se P(X3 =2) =0,3136 e

P(X3=2,X5=0,X6=1,X10=2)
= P(X3=2)P(X;=0/X3=2)P(Xs =1/X5 =0)P(X10 =2/Xs = 1)
= P(X;=2)P{ PPy
— 0,3136(0,272)((0,1)(0, 3132)

0,00267157.

2.2 Alguns Exemplos Importantes

Apresentaremos a seguir alguns exemplos interessantes do ponto de vista préatico. No
primeiro deles, conhecido como Modelo de Estoque tem-se como objetivo dimensionar o
estoque de um produto visando lucro maximo a longo prazo. O segundo exemplo aborda o
problema de Mobilidade Social e o terceiro é um exemplo trazido da Genética.

Exemplo 2.2.1. Modelo de Estoque. Um determinado item é estocado para ser ven-
dido em periodos de operacao. Assume- se que o tempo de renovacao do estoque é nulo ou
desprezivel. A demanda do item em um periodo de operacao é uma variavel aleatéria inteira
D com fungao de probabilidade P(D = k) = p;. Por simplicidade assumamos que existe
inteiro positivo e finito, V, tal 0 < D < V. O nivel do estoque é observado no inicio de cada
periodo e a politica de estoque é determinada especificando dois ntimeros inteiros positivos,
ae A coma < A. Se o nivel é menor ou igual que a, um pedido é feito de tal maneira
que o periodo seja iniciado com A itens. Se o nivel é maior que a, inicia-se o periodo com
o numero de itens disponiveis. Defina X,,: nivel do estoque no inicio do dia n. O espaco de
estados desta cadeia é E = {0,1, ..., A}. Calculemos a matriz de probabilidades de transigao.

Defina ¢; = ZkV:l Pk

Se i < a, as probabilidades de transicao Pj; sao iguais a P4; pois nesse caso, o estoque ¢é
renovado até atingir o nivel A. Isto é:
Py = Pag=P(D > A) =)_,1pr = qa,
Py =Py :P(D:A_l):pA—b
P =Pay=P(D=A~2)=pa s,
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Py = Pya = P(D = 0) = po.

Se 1> a,
Py=P(D >1i) =g,
Pil = Di—1,

Pi2 = Pi—2,
Py = po.

Observagao Psy = P(D > A) pois pode ter demanda nao satisfeita. Isto é, um fregués
pode chegar na loja e o vendedor pode nao ter o produto para vender.

A maneira de ilustragao, suponha a =3 e A = 6. A matriz de transicao nesse caso sera

6 Ps P4+ P3 P2 P1 Po
s D5 Pa P3 P2 P1 Do
96 P5 P4 P3 P2 P1 Po
P=1| 4 ps ps ps p2 p1 Do
g+ p3 p2 pr po 0 O
4s ps p3s p2 pr po O
G¢ Ps Pa P3 P2 P1 Do

Continuagao do exemplo. A fungao de probabilidade da demanda ¢é definida a seguir

0 1 2 3 4 ) 6 7 8
0,017 0,090 0,210 0,278 0,232 0,123 0,041 0,008 0,001
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Calculando os valores de ¢; e p;, encontramos

0,050
0,050
0,050
P=| 0,050
0,405
0,173
0,050

0,123
0,123
0,123
0,123
0,278
0,232
0,123

0,232
0,232
0,232
0,232
0,210
0,278
0,232

0,278
0,278
0,278
0,278
0,090
0,210
0,278

0,210
0,210
0,210
0,210
0,017
0,090
0,210

0,090 0,017
0,090 0,017
0,090 0,017
0,090 0,017
0,000 0,000
0,017 0,000
0,090 0,017

De interesse nesse tipo de problema é, a partir da distribuicao da demanda, definir apro-
priadamente os valores de a e A de tal forma a maximizar os lucros e com alta probabilidade
garantir a satisfacao da demanda. Isto é, o problema a ser abordado é o dimensionamento
do estoque. Tal problema sera tratado posteriormente.

Neste caso estamos assumindo que tanto o niimero de itens vendidos quanto o niimero de
itens procurados ¢ uma variavel aleatoria inteira. Portanto o nivel de estoque é também uma
variavel aleatoria inteira. Quando essas varidveis sao continuas, a abordagem é diferente e
nao sera feita nesta disciplina. O leitor interessado nesse assunto pode iniciar estudos nessa
diregao e uma boa referénica é Oksendal (1998).

Exemplo 2.2.2. Modelo de Mobilidade Social. Esse exemplo foi apresentado por
Prais (1955). Ele usou os dados obtidos por Glass e Hall (1954). Seguindo tais autores,
classifiquemos uma populacao economicamente ativa nos seguintes grupos:

Operarios qualificados,

Cargos em nivel gerencial,
Cargos em nivel executivo.

Operarios nao qualificados,
Operérios semi- qualificados,

Funcgoes administrativas de nivel médio,
Fungoes administrativas de nivel superior,

O filho de uma pessoa no nivel i serd do nivel j com probabilidade F;;. A partir dos
dados fornecidos por Glas e Hall, Prais obteve o estimador da matriz de probabilidades de
transicao. No préximo capitulo definiremos o estimador da matriz de probabilidades de

transicao de uma cadeia de Markov.
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0,388 0,146 0,202 0,062 0,140 0,047 0,015
0,107 0,267 0,227 0,120 0,206 0,053 0,020
0,035 0,101 0,188 0,191 0,357 0,067 0,061
P=1 0,021 0,039 0,112 0,212 0,430 0,124 0,062
0,009 0,024 0,075 0,123 0,473 0,171 0,125
0,000 0,013 0,041 0,088 0,391 0,312 0,155
0,000 0,008 0,036 0,083 0,364 0,235 0,274

Exemplo 2.2.3. Caminho Aleatdério Finito. Um caminho aleatério finito é uma
cadeia de Markov com espago de estados £ = {a,a+ 1,a +2,...,a + M}. Sem perda de
generalidade, assuma a = 0. Se a cadeia esta no estado i, pode continuar em i ou fazer uma
transicao para um dos estados vizinhos. Isto é, a matriz de probabilidades de transicao é
dada por

POO POl 0 0 . . . POM
Py Py P 0 . . . Py
0 Py Py Py 0 . . 0
P —
0 : : - Py Pu—nyw-ny Por—nywm
Pyo 0 0 0 . : Prrov—1y P

De grande interesse na analise de uma cadeia de Markov sao as probabilidades de transicao
e a distribuicao inicial da cadeia pois como temos dito anteriormente, a partir delas podere-
mos calcular todas as distribuigoes da cadeia. Mais importante ainda é o comportamento da
cadeia quando ela esteja em equilibrio. Isto é, por exemplo no Modelo de Estoque, ¢ de in-
teresse pratico, como é que a cadeia vai se comportar depois que o dono da loja tenha estado
operando por um periodo longo de tempo. No Modelo de Mobilidade Social é de interesse a
estrutura da populacao a longo prazo. Ou seja, por exemplo para definir politicas publicas,
¢é de interesse saber qual a percentagem da populagao economicamente ativa em cada grupo.
Nesse sentido, estaremos interessados na distribui¢ao u = lim,, - u,,. A distribuicdo u serd
chamada distribuicao invariante da cadeia.
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Para que exista distribuicao invariante, algumas propriedades a cadeia precisa satisfazer.
Apresentamos a seguir algumas defini¢oes visando estabelecer as condi¢oes que uma cadeia
de Markov precisa satisfazer para que possua distribuicao invariante.

2.3 Irredutibilidade

Definicao 2.3.1: Diremos que o estado j é acessivel desde o estado i se existe uma tra-

jetéria indo do estado i para o estado j. Isto é, se existe inteiro nao negativo n;;, finito tal
que Pi(;l” ) > 0. Usaremos a notagao ¢ — j para indicar que o estado j é acessivel desde o
estado i.

Definicao 2.3.2: Diremos que dois estados, i e j comunicam se j é acessivel desde i e i é
s . 7 . ’ . . MNiq Lz
acessivel desde j. Isto ¢, se existem numeros n;; e nj;, finitos, tais que P;; i) S 0e P](Z " 5 0.

Usaremos a notacao i < j para indicar que os estados i e j comunicam entre eles.

A relacao de comunicacao define uma relagao de equivaléncia. Isto é:

(a) i < 1,
(b)Se i < j, entdo j < 1,
(c) Sei« jej« k,entdo i« k,

A prova das duas primeiras condigdes é trivial. Vejamos a prova de (c).

Desde que i < j e j < k, existem nimeros inteiros n;; e njg, finitos tais que Py )
e Pj(,?j’“) > 0. Entao Pi+nie) = Y M plmis) plnie) > pi(ij)pj(;f’f) > 0. A igualdade é valida
pois é a equagao de Chapman-Kolmogorov.

Quer dizer que se © — j e 7 — k, entao ¢ — k. Deixamos para o leitor provar que k — 4.

O espago de estados E = {0, 1, ..., M'} pode ser particionado como F = C;UCs...UC,UT.
Nessa decomposicao do espago de estados, para i=1, 2, . . ., r todos os estados em C; comu-
nicam entre eles mas se ¢ # j, nenhum estado de C; é acessivel desde quaisquer estado de C;
e viceversa. O conjunto T é formado por estados a partir dos quais existe trajetorias para
algum estado em alguma das classes C, . . ., C; mas estando em alguma dessas classes nao
é possivel mais voltar ao conjunto T. Os conjuntos C4, C, . . ., C,. sao chamados classes de
equivalencia. Os estados do conjunto T serao chamados Estados Transitdrios.
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Definicao 2.3.3: Diremos que uma cadeia ¢ irredutivel se a relagao de equivaléncia de-
termina uma tnica classe de equivaléncia. Isto é, diremos que a cadeia é irredutivel se todos
os estados comunicam entre eles. No Modelo de estoque e no Modelo de Mobilidade Social,
todos os estados comunicam. Portanto em ambos os casos a cadeia é irredutivel.

Exemplo 2.3.1 Considere a cadeia de Markov com espago de estados E = {0,1,2,...,8}
e matriz de transicao

SO oo oo oo o
_H OO NOO OO

s

I
SCoO oo oo oo oo
WO OOD =W

Coo oo oo oo
NN WODOD—~=DNOO

Coo oo o0 o000
— Ok OO0 W o o

Co oo oo o0 oo
O OO OoOOo

SO DD DD O OO
[ e e R I == e )
N O WUt OO oo

SCo oo oo oo o
— N OoONO OO OO

oo oo oo o000
S OO O = Wwoto O

Nesse caso podemos definir C; = {0,1}, Cy = {2,3,4} e T = {5,6,7,8}. Os estados
em (' comunicam entre eles , os estados em C5 também comunicam entre eles, mas desde
quaisquer estado em C} nao podemos ir para um estado em Cy e viceversa. Além do mais
desde um estado em T podemos ir para algum estado na classe C ou na classe Cy, mas nao
poderemos retornar ao conjunto T.

O leitor pode calcular, neste exemplo, as matrizes de probabilidades de transicao de
ordem 2, 4, 8 16. Apresentamos a seguir as matrizes de ordem 2 e 16. Podera observar
a partir das matrizes que nenhum estado na classe C; comunica com os estados da classe
O, e viceversa. Pode observar também, a partir da matriz P que desde quaisquer estado,
existe probabilidade zero de ir para algum estado na classe T. Voltaremos a esse exemplo
posteriormente.
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,63 0,00 0,00 0,00 0,00 0 0,00 0,00

0,37 0

0,00 0,00
0,00 0,00
0,00 0,00

0
0
0

o
oSS
S oo
© oo
mSS
S oo

0,00 0,06

0
0
0
0,38 0,08 0,30 0,00 0 0,09 0,04

0,04 0,12
0,11 0,13 0,23 0,02 0 0,02 0,05

0,00 0,00

0
0
0

Soococo

0,36 0,64 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0,36 0,64 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,34 0,25 0,41 0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,34 0,25 0,41 0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,34 0,25 0,41 0,00 0,00 0,00 0,00
0,17 0,30 0,18 0,13 0,22 0,00 0,00 0,00 0,00
0,02 0,03 0,32 0,24 0,39 0,00 0,00 0,00 0,00
0,05 0,09 0,29 0,22 0,35 0,00 0,00 0,00 0,00
0,17 0,30 0,18 0,13 0,22 0,00 0,00 0,00 0,00

I
[

P16 —

Neste exemplo foi facil identificar as classes de equivaléncia e o conjunto T. Em geral, para
decompor a cadeia, se for possivel decompor, escolhemos um estado quaisquer e observamos

os estados com os quais ele comunica.

Exemplo 2.3.2 A partir das seguintes matrizes de transigao, definir as classes de equivaléncia
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0 0203 0 05 0 0 0 0 0
004 0 0 0 O 0 06 0 0 0
0 001 0 0 09 0 0 0 0 0
007 0 0 0 O 0 03 0 0 0
p_| 0 0 0 0 04 0 0 06 0 0
0 02 010302 0 0 02 0 0
0 0302 0 01 0 0 0 0 04
0 0206 0 01 0 0 0 01 0
0 0302 0 05 0 0 0 0 0
0 0401 0 0203 0 0 0 0
000 0 0 0 07 0 0 03 0 0
O 0 0 0 0 0302 0 01 04
0O 0 0 0204 0 0 04 0 0
0,2 0 005 0 0 0 0 03 0 0
p_|06 0 0030 0 0 01 0 0
0 02 0 0 0 01 0 0 04 03
0O 05 0 0 0 0101 0 01 02
0O 0 0307 0 0 0 0 0 0
0 02 0 0 0 0301 0 01 03
0 001 0 0 0 04 0 0 05 0

No primeiro caso, escolhamos o estado 3. A partir da matriz P;, podemos definir a
trajetoria
3—-0—-2—-4—-7—-8—-1—-6—9—5—3.

Essa trajetéria tem probabilidade positiva pois

P3-0—-2—-4—-7-8—-1—-6—9—5—3)
> P3oPog... Pss.

Temos encontrado, entao, uma trajetoria que iniciando no estado 3, visita todos os esta-
dos da cadeia e volta ao estado 3. Concluimos entao que a cadeia é irredutivel.
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No segundo caso, escolhemos o estado 3. A partir da matriz P,, podemos ver que os
estados 3, 0, 7, 2 e 4 formam uma classe de equivaléncia e os estados 1, 5 ,6, 8 e 9 definem

uma segunda classe de equivaléncia. Neste caso, entao, a cadeia é redutivel e a decomposicao
da cadeia, F = C, UCy ={0,2,3,7,4} U{1,5,6,8,9}.

2.4 Periodicidade

Definigao 2.4.1. Definimos o periodo de um estado i, representado por d(i), como o maximo
divisor comum de todos os inteiros n tais que P( > 0. Isto é,

d(@) = m.d.c{n: P > 0}.

Observemos que se P; > 0, o estado i tem periodo 1 pois d(1) precisa dividir 1. No exem-
plo 2.3.2, a partir da matriz P; podemos ver que P1(12) > PioFPy1 >0e Pl(f) > PiFPsoPo; > 0.
Neste caso, d(1) é igual a 1 pois d(1) precisa dividir 2 e 3. Se um estado i tem periodo igual
a 1, diremos que o estado é aperiédico.

Provaremos a seguir que todos os estados de uma classe de equivaléncia téem o mesmo
periodo. Isto é, o periodo é uma propriedade de classe.

Proposigao 2.4.1. Se i < j, entao d(i) = d(j).

)

Prova. Desde que ¢ < j, existem inteiros nao negativos, n;; e n;; tais que P( > 0e

Pj(?“) > 0. Sejam m e n tais que P( >0e Pj(]’.”) > 0.

P](;L”Jr"+"”) > P("”)PZ(ZT”) PZ(]””) > 0. Quer dizer entao que d(j) é um divisor de nj; +n+n;;.

Temos também que P(n“Jrn”) > P(H“)Pi(f” )'> 0. Isso mostra que d(j) é também um divisor
de nj;+mn;; e portanto ¢ um divisor da diferenca n = (n;; +n+n;;) —n;; +n;;. Isso prova que
d(7) < d(i) pois d(i) é o maior divisor de n. Deixamos como exercicio para o leitor provar

que d(z) < d(j) e concluir que d(i) = d(j).

Exemplo 2.4.1. Considere a cadeia de Markov com espago de estados F = {0, 1,2,3,4,5}
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e matriz de transicao

0,0 0,3 0,0 0,0 0,0 0,7
0,6 0,0 0,4 0,0 0,0 0,0
p_ 0,0 0,5 0,0 0,5 0,0 0,0
0,0 0,0 0,9 0,0 0,1 0,0
0,0 0,0 0,0 0,4 0,0 0,6
0,3 0,0 0,0 0,0 0,7 0,0

Deixamos como exercicio provar que a cadeia € irredutivel.

Vejamos a periodicidade do estado 0. Observe que Fyy = 0, P0§ > PyPy > 0.

Suponha que Po(gk) > 0. A partir dessa suposi¢ao, provemos que Po(o(kﬂ) > 0. De fato,

Pég(kﬂ)) > Pég’“)Pme > (0. Entao, pelo Principio de Inducao Matemaética, temos que

Péo%) > 0 para todo inteiro positivo.

Provemos, usando o Principio de Inducao Matematica, que

2k+1 2k+1 2k+1
R = P = pEe)

00 = 0 para todo inteiro k.

Claramente P( ) — P(3) P(3) =0.

Suponha que P(%“) p0(22’f+1) Po(zkﬂ) —0
Pég(k+1)+1) — Po(gk+3) = P0(2k+1) Pj(g)‘ Nesse somatorio, os valores de j tal que pj(g) é
positivo sao os Correpondentes a j = 0,2,4, mas pela hipotese de inducao, os correspondentes

2k+1
fatores dessas probabilidade no somatério sao iguais a zero. Isso prova que Pé ) =0 para

todo inteiro k. A prova de que Po(%H) Oe Péfkﬂ)

para o leitor.

= 0 ¢ similar e deixamos como exercicio
Portanto, o estado 0 tem periodo d(0) = 2. Desde que a cadeia é irredutivel, a cadeia tem
periodo 2.
Definigao 2.4.2.Se uma cadeia é irredutivel e um dos estados tem periodo 1 ( portanto

todos os estados tém periodo 1) , diremos que a cadeia é aperiédica. Em nossa disciplina
concentraremos os estudos em cadeias aperiddicas.
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2.5 Recorréncia

O conceito de recorréncia serd mais importante no caso em que a cadeia possui espaco de
estados infinito. No caso em que a cadeia é finita, existe pelo menos um estado recorrente
e em particular, se a cadeia é irredutivel, todos os estados serao recorrentes. Abordaremos
esse conceito posteriormente ao abordar problemas com espago de estados infinito.

2.6 Simulagao de uma cadeia de Markov

Considere uma cadeia de Markov com distribuigao inicial u, e matriz de probabilidades de
transicao P. O seguinte algoritmo simula uma realizagao de tamanho N + 1 dessa cadeia.

Passo 1. Gere uma observacao da variavel aleatéria com distribuicao de probabilidade
definida por u,. Chame x, essa observacao,

Passo 2. Gere uma observagao de varidvel aleatoria com distribuicao de probabilidade
definida pela linha correspondente as probabilidades de transicao a partir de xg, chame essa
observacgao de w1y,

Passo N. Gere uma observacao de variavel aleatéria com distribuicao de probabilidade
definida pela linha correspondente as probabilidades de transicao a partir de zy_;. da
matriz P, chame essa observagao de zy,

Xo, T1, Lo, . . . , Ty € uma realizacao de tamanho N da cadeia em questao.

2.7 Cadeias de Markov com espaco de estados infinito.

Sem perda de generalidade assumiremos que o espaco de estados é E = {0,1,2,...} ou
E={.,-2,-1,0,1,2,...}.
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No primeiro caso a matriz de probabilidades de transicao é dada por

POO P()l P02
PlO Pll P12
P20 P21 P22

P =

Os conceitos de irredutibilidade e periodicidade sao so mesmos que no caso de espaco de
estados finito. Vejamos o conceito de Recorréncia.

Definigao 2.7.1. Diremos que o estado i é recorrente se 2 (n) = 00.

Proposicao 2.7.1. Recoréncia é uma propriedade de classe. Isto é, se i «<» j e i é recor-
rente, entao j também é recorrente.

Prova. Precisamos provar que Y -, P](]m ) = c0. Todo m tal que m > nj; + n;; pode ser
escrito como m = nj; +n + n;; para algum n > 0. Pela equagao de Chapman- Kolmogorov
temos que

ljj > ]jijliilijj'
Entao

> R > 3 RMRIRY

M=n;+N;j

v

_ nJl P(”zy) Z

A proposicao anterior permite dizer que se uma cadeia é irredutivel e possui um estado
recorrente, entao todos os estados sao recorrentes.

Exemplo 2.7.1 Exemplo de cadeia recorrente. Considere o caminho aleatério irrestrito
( com espaco de estados ' = {..., =2,—-1,0,1,2,...}), P41y =p e Pyi—1) = ¢

Consideremos o estado 0. Intuitivamente podemos provar que PéQnH) = ( pois é im-
possivel que a cadeia, iniciando em 0, depois de um nimero impar de passos esteja nova-

2n)

mente em 0. Para calcular Fy,’, raciocinamos em forma analoga: A cadeia , depois de 2n
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passos, estara no estado 0 se a mitade do nimero de transicoes, n, for para a direita e a
mitade para a esquerda. A probabilidade disso acontecer é dada pela distribuicao binomial.

Isto ¢ P" = Cmlpngn,

Usando a aproximacao de Stirling, para n grande, essa probabilidade pode ser aproximada

por %. Entao para m suficientemente grande,

DR~ S
1

_ = 1 : _
Sabe-se que se p + ¢ = 1, entao pg < 7 e que a igualdade ocorre se e somente se p = q = 5.
Portanto a série diverge para infinito se e somente se p = ¢ = % Quer dizer, entao que
o estado 0 é recorrente se e somente se p = ¢ = . Como a cadeia é irredutivel, todos os

2
estados sao recorrentes nesse caso.

Definicao 2.7.2. Seja i um estado recorrente. Dizemos que i é recorrente positivo se
lim,, oo Pi(in) =u; > 0. Se lim,_ Pi(i") = u; = 0, diremos que o estado é recorrente nulo.

Estabelecemos, sem prova, que uma cadeia finita possui pelo menos um estado recorrente
positivo. Portanto, se a cadeia é finita e irredutivel, todos os estados sao recorrentes positivos.

Definicao 2.7.3. Se uma cadeia é irredutivel, aperiédica e recorrente, ela é dita ser Er-
godica. Se é irredutivel, aperiédica e recorrente positiva, ela é dita Fortmente Ergodica.

2.8 Distribuicao Invariante.

Definicao 2.8.1 Tanto no caso de espaco de estados finito quanto no caso de espaco de es-
tados infinito, se uma cadeia é fortemente ergodica, para cada estado i existe lim,, Pz-(z-n) =

u; > 0.. Além do mais, esse limite nao depende do estado inicial da cadeia, isto é, lim,, Pj(m =
u; para todo j € E. Nesses casos define-se a distribui¢ao invariante da cadeia e é represen-

tada pelo vetor u = (, ..., u_g,u_1, ug, Uy, U, ...).

Se a cadeia ¢ finita, aperiodica e irredutivel, existe a distribuicao invariante e pode ser
facilmente calculada. Calcula-se lim,,_,., P". Essa matriz existe e tem a forma
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Ug U Upr

Ug Uy Upnr
P=

U U Upg

Exemplo 2.8.1 Consideremos o Modelo de estoque ( Exemplo 2.2.1). Com a distribuicao
de probabilidade para a demanda e os valores de a = 3 e A = 6 considerados naquela ocasiao,
a matriz de probabilidades de transicao foi encontrada,

0,050 0,123 0,232 0,278 0,210
0,050 0,123 0,232 0,278 0,210
0,050 0,123 0,232 0,278 0,210
0,050 0,123 0,232 0,278 0,210
0,405 0,278 0,210 0,090 0,017
0,173 0,232 0,278 0,210 0,090
0,050 0,123 0,232 0,278 0,210

0,090
0,090
0,090
0,090
0,000
0,017
0,090

0,017
0,017
0,017
0,017
0,000
0,000
0,017

Nesse exemplo calculando as poténcias da matriz P encontramos

Observe que todas as entradas em cada coluna sao iguais. Encontramos, neste caso, que

0, 118574
0, 118574
0, 118574
0, 118574
0, 118574
0, 118574
0, 118574

0, 156795
0, 156795
0, 156795
0, 156795
0, 156795
0, 156795
0, 156795

0,231488
0,231488
0,231488
0,231488
0,231488
0,231488
0,231488

0,241485
0,241485
0,241485
0,241485
0,241485
0,241485
0,241485

o vetor representando a distribuicao invariante é

0,169016
0, 169016
0, 169016
0,169016
0,169016
0,169016
0,169016

0,0697004
0,0697004
0,0697004
0,0697004
0,0697004
0,0697004
0,0697004

0,0129418
0,0129418
0,0129418
0,0129418
0,0129418
0,0129418
0,0129418

u = (0,118574,0, 156795, 0, 231488, 0, 241485, 0, 169016, 0, 0697004, 0, 0129418)

Qualaainh&pn%a@éo(kxdmtﬂbu@éoinvaﬂankadecadda?.Pordeﬁn@éo,ui::hnhk%mlﬁf)
e esse limite nao depende de j. Quer dizer, entao que u; representa a probabilidade de que
a cadeia se encontre no estado i, apds ela entrar em equilibrio. No exemplo do modelo de
estoque, 0,231488, por exemplo, representa a probabilidade de que existam 2 unidades no

estoque, 0,118574 representa a probabilidade de que o estoque esteja no nivel zero. Isto
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é, que nao tenhamos item para vender. Cabe ao gerente da loja determinar a politica de

estoque de acordo aos valores dessas probabilidades.

Exemplo 2.8.2 No Modelo de Mobilidade social, calculando as poténcias da matriz P

encontramos

P32 —

0, 0226346
0, 0226346
0, 0226346
0, 0226346
0, 0226346
0, 0226346
0, 0226346

0,0413963
0,0413963
0,0413963
0,0413963
0,0413963
0,0413963
0,0413963

0, 0875287
0, 0875287
0, 0875287
0, 0875287
0, 0875287
0, 0875287
0, 0875287

0,127222
0,127222
0,127222
0,127222
0,127222
0,127222
0,127222

0,409756
0,409756
0,409756
0,409756
0,409756
0,409756
0,409756

0, 182188
0, 182188
0, 182188
0, 182188
0, 182188
0, 182188
0, 182188

0, 129274
0, 129274
0, 129274
0, 129274
0, 129274
0, 129274
0, 129274

De acordo a esses resultados, por exemplo, 12, 7222% da populacao economicamente ativa,
estarao ocupando cargos administrativos em nivel médio. Essas probabilidades permitirao
fazer um planejamento e definir politicas publicas.

Observagao. Temos encontrado que P ¢ P3? definem as distribuicoes invariantes nos
exemplos 2.4.1 e 2.4.2 respectivamente. A rigor falta provar que se para algum inteiro pos-
itivo m, a matriz P™ ¢é tal que as entradas da primeira coluna sao iguais,. . ., as entradas
da tdltima coluna sao iguais, entao as matrizes P" para n > m sao da mesma forma. Veja
exercicio 2.9.14.

Temos definido a distribuicao invariante de uma cadeia, quando ela existe, a partir dos
limites lim,, . Pj(i" ). Uma outra forma de encontrar a distribuicao invariante é a seguinte:

Lembremos que u;,; = u,P. Se existir distribuicao invariante teremos que

limy_oouyyy = lim u, = u.

k—o00

Portanto, teremos que
u=uP.

Podemos, entao encontrar a distribuicao invariante resolvendo esse sistema linear de
equagoes.
Vale lembrar que tal sistema de equacoes envolve um ntimero de condigoes igual ao niimero

de incognitas mais 1 pois além dos u,, satisfazer o sistema, eles precisam satisfazer a condigao

u0+u1—|—...+un:1.
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Sabemos que um sistema de equacoes desse tipo pode nao ter solugao ou pode ter solucao
unica ou ter multiplas solucoes. A condicao de Ergodicidade Forte garante que a
solucao existe e é tinica

2.9 Exercicios

2.9.1.Considere a cadeia de Markov com F = {0,1,2,3,4}. Se P(Xo=2)=1e

0,2 0,3 0,0 0,1 0,4
0,1 0,3 0,3 0,0 0,3
P=1|00 03 0,7 0,0 0,0
0,2 0,4 0,1 0,0 0,3
0,0 0,2 0,3 0,3 0,2

) )

Y

a) Encontre a distribui¢do de probabilidade de Xy,
b) Encontre P(X4 = 37X6 = 2,X10 = 1,X15 = 2)

2.9.2. Considere uma cadeia de Markov com matriz de probabilidades de transicao P.
Temos estabelecido que para todo i, ij‘io Pj =1eque Py > 0.
a) Prove que esses resultados valem para as probabilidades de transi¢cao de segunda ordem.
Isto é, prove que para todo i, Z ( ) =1e P > 0.
b) Prove que esses resultados Valem tambem para quaisquer valor de n. Isto é, prove que

para todo i € E, Pi(j") >0e ZM P(n =1.

2.9.3 Considere uma cadeia de Markov com espago de estados E. Para cada i, j. k em E,
prove que:

a) P(Xi =i/Xo =], Xs = k) = 43,

plk2—Fk1) Pi(:s —k2)

b) Para kq, ko e k3 taisque 1 < ky < ko < k3, P(Xy, =i/ Xy, = 5, Xpy = k) = 0=
Jjk

2.9.4 Prove que para toda cadeia de Markov,
P(Xo =i/ X1 =11, ..., Xp = 1) = P(Xo = io/ X1 = 11).

2.9.5. Considere o Modelo de Estoque. Suponha que a demanda, D, tem distribuigao
binomial com parametros n = 20 e p = 0,4. Defina a« = 6 e A = 15. Encontre a matriz de
probabilidades de transicao. A cadeia é irredutivel?. Se a resposta for afirmativa, encontre
a distribuicao invariante.
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2.9.6. No exercicio anterior, voce acha conveniente definir a e A iguais aos valores con-
siderados?. Porque nao definir A = 207

2.9.7. No Modelo de Mobilidade Social (Exemplo 2.2.2), use os dados do exemplo apre-
sentado e
a) calcule a probabilidade de que o neto de uma pessoa na classe de operario qualificado
venha a pertencer a clase Fungoes administrativas de nivel superior,
b) Calcule a percentagem de tal populagao, quando o processo estiver em equilibrio, na classe
de operarios qualificados.

2.9.8. Joao e Maria jogam a lancar uma moeda honesta. Se a moeda resultar cara, Jo ao
ganha um real da Maria e perde um real se a moeda resultar coroa. Antes do primeiro
jogo, Jo ao tinha 8 reais e Maria 10. Defina X,,: Capital de Joao depois do jogo n. Encon-
tre a matriz de probabilidade de transi¢ao da cadeia associada ao jogo e classifique os estados.

2.9.9. Considere o jogo anterior e assuma que os jogadores fazem o seguinte acordo: Se um
deles ficar sem dinheiro, recebe do outro jogador, com probabilidade %, um real. Encontre
nesse caso a matriz de probabilidade de transicao, prove que a cadeia é fortemente ergodica
e encontre a distribuicao invariante.

2.9.10. Considere a cadeia de Markov com matriz de probabilidade de transigao

0,5 0,0

Coooocooo o
OO OO = O W

COoO00O0OOoO
CWN O WO OO

s

I
OOOO\'OOOO
N O = OO DN

SO OO0 o0 oo
— WO oo oo

cCoocococooo o
—_ OO oo oo

cCooocoooo o
WO~ OOOOoOOo

SCoocoo oo
_ o WO oo O

oo oo oo
N = = g0 O

Classifique os estados e encontre as classes de equivaléncia.

2.9.11. Considere agora a cadeia com matriz de probabilidades de transicao
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0,2 0,4 0,3 0,0 0,1 0,0 0,0 0,0

0,1 0,0 0,9 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0

0,0 0,6 0,4 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0

P _ 0,0 0,0 0,0 0,3 0,7 0,0 0,0 0,0
>~ 0,0 0,0 0,0 0,6 0,4 0,0 0,0 0,0

0,1 0,3 0,0 0,2 0,1 0,2 0,0 0,1

0,0 0,0 0,2 0,3 0,1 0,3 0,1 0,0

0,2 0,1 0,0 0,0 0,2 0,1 0,1 0,3

A tnica diferenga com a matriz anterior é que neste caso, Py, > 0. Classifique os estados

e encontre as classes de equivaléncia.

2.9.12. Finalmente, considere a cadeia com matriz de probabilidades de transicao

cooocooo
N OO OO W

D
I

)

SO0 o
N R OO DN
SO oo O
— N DWDO OO
cCoo oo oo
= s Ot O O =

9

0,2

9 I 9

0,0 0,0 0,2

SCoo oo oo o
— O W OoON = ONN

SO OO0 O OO
W OoOoNnN OO

cCoo oo oo o
__ 0 OO0 O o

cCoo oo oo o
WO OO OoOOoOOo

Classifique os estados e encontre as classes de equivaléncia.
2.9.13 Considere os tres exercicios anteriores. Em quais casos, a cadeia é Fortemente er-
godica?. Nos casos em que a cadeia é fortemente ergodica, encontre a distribui¢ao invariante.

2.9.14. Suponha que para um inteiro positivo, m, a matriz de probabilidade de transicao
de ordem m, P™ é tal que os elementos de cada coluna sao iguais. Prove que P" = P™ para
todo n > m.

2.9.15. Uma matriz estocastica é dita Duplamente estocastica se para todo j € F,
M., P; = 1. Isto é, se as somas dos elementos de cada coluna sio iguais a 1. Suponha
que uma cadeia de Markov fortemente ergodica com espaco de estados £ = {0,1,..., M}
tem matriz de transicao duplamente estocastica e prove que a distribuicao invariante atribui

igual probabilidade a cada estado.
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2.9.16. Um dado ¢ lancado sucessivamente. Defina Yy =0e Y, =>" ; X;, onde X; é o
resultado do i-esimo langamento. Defina Z,, = r,, em que r, é o resto ao dividir Y,, por 13.
Encontre lim,, .., P(Z, = 0).

2.9.17. Suponha que a distribuicao inicial de uma cadeia de Markov ¢ igual a distribuigao
invariante:

a) Prove que Xi, X5, . . . sdoidenticamente distribuidas,
b) Prove que (Xg, X1), (X1, X3), . . . sdo identicamente distribuidas.

2.9.18. Seja u a distribuicao invariante de uma cadeia. Suponha que j e k sao dois estados
tais que para todo ¢ € E, P;; = cP;, para alguma constante c positiva. Prove que u; = cuy.

2.9.19. Considere uma cadeia de Markov sobre os inteiros nao negativos com matriz de
probabilidades de transicao definida por Fj;11) = p e Py = 1 — p. Mostre que essa cadeia
possui distribuicao invariante e ela é unica. Encontre tal distribuicao.

2.9.20. Estabeleca as equacgoes que definem a distribuicao invariante no Exercicio 9.1. Tal
sistema tem solucao?. Se a resposta é afirmativa, resolva as equacoes.

2.9.21. Um sistema tem duas maquinas de servico, dos quais apenas uma esta em operagao
em quaisquer instante de tempo. A unidade em funcionamento pode quebrar em quaisquer
dia com probabilidade p. Existe uma oficina que leva dois dias para consertar a maquina.
A oficina é tal que pode trabalhar no conserto em apenas uma méaquina. Forme uma cadeia
de Markov tomando como estados o par (z,y) onde x é o nimero de méquinas em condigdes
de operar no final de um dia e y é 1 se um dia de trabalho no conserto tem transcorrido sem
ter reparado a maquina e 0 caso contrario. Defina os estados 0 : (2,0), 1 : (1,0), 2 : (1,1),
3:(0,1). Mostre que, com p + ¢ = 1, a matriz de probabilidades de transigao é dada por

Py =

oo O

o O
—_E o
oo O

Tal cadeia é fortemente ergodica?. Em caso afirmativo, encontre a distribuigao invariante.
2.9.22 Suponha que as condigdes do tempo em um determinado dia, (dia com sol (S) ou
dia chuvoso(C)) dependa dos dois dias enteriores. Suponha que se teve sol ontem e hoje,
a probabilidade de amanha ter sol é 0,8. se ontem foi chuvoso e hoje tem sol, a probabil-
idade de amanha ter sol é0,6. Se ontem teve sol e hoje é chuvoso, a probabilidade de ter
sol amanha é0.4. Se ontem foi chuvoso e hoje também, a probabilidade de amanha ter sol
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¢ 0,1. Defina 0 : (S,S5), 1:(5,C), 1:(C,S) e 3:(C,C). Mostre que podemos modelar esse
problema como uma cadeia de Markov. Encontre a matriz de probabilidades de transicao e
encontre a distribuicao invariante se existir.

2.9.23. Considere um poligono regular de 2r+1 vertices Vi, V5, . . . | Vo,41. Suponha que

) (1)

. 1
em cada ponto V}, é colocada uma massa w,’ com Y3_, 7+ 1wy’ = 1. Obtenha novas massas

2 . . . L . ..
w,(C ) substituindo a antiga pela média das duas massas dos vertices vizinhos. Repete-se esse

procediemento sucessivamente. Encontre lim,, w,(vn) para k=1,2,....2r + 1.
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3 Capitulo 3. Introducao a Inferéncia Estocastica

Apresentamos neste capitulo, as idéias basicas de Inferéncia Estatistica para Processos Esto-
casticos. Na literatura este topico é conhecido como Inferéncia Estocastica. Concentraremos
nossa atencao apenas na estimacao das probabilidades de transicao e a distribuicao invari-
ante de uma cadeia de Markov. Assumiremos que a cadeia é de primeira ordem e fortemente
ergodica.

As probabilidades de transicao serao estimadas pelo Método de Maxima Verossimilhanca.
Para estimar a distribuicao invariante decompomos a realizacao de uma cadeia em ciclos re-
generativos (que serao definidos oportunamente) e aplicaremos A Lei Forte dos Grandes
Numeros.

O leitor interessado apenas na definicao e aplicagoes dos correspondentes estimadores,
pode ir diretamente a férmula (7) da se¢do 3.1 e ao Corolario 3.2.2 da segao 3.2. O leitor
interessado em mais detalhes técnicos pode consultar Bhattacharya e Waymire (1990), As-
mussen (1987) ou Derman (1956).

3.1 Estimacgao das Probabilidades de Transicao

Revisemos os conceitos de Funcao de verossimilhancga.

Considere X7, X, . . ., X,, uma amostra aleatéria de uma variavel aleatéria com fungao
de densidade f que depende de um parametro 6. 6 pode ser unidimensional ou p-dimensional.
A funcao de verossimilhanca, dado que X; = x1, X9 = x9, . . ., X,, = z,, denotada por
L(0/xy, s, ...,x,) é definida por

L(0/x1, 23, ..., xn) = f(21;0) f(22;0)... f(20; 0).

Observacgao. E conveniente e oportuno fazer uma comparagao entre a funcao de verossim-

ilhanca e a funcao de densidade conjunta das observacoes independentes X, X,,. . ., X,
avaliada em x1, o, . . ., x,; isto é f(x1;0)f(x2;0)...f(x,;0). Notemos que a fungdo é a
mesma. A diferenca é que enquanto a fungao de densidade conjunta é uma funcao de x1, o, .
. ., , dado o valor de 0; a funcao de versoimilhanca é uma funcao de 6 dados 1, 2, . . . , T,.

O estimador obtido pelo Método de Maxima Verossimilhanca é aquele valor, é, que max-
imiza a funcao de verossimilhanga. Observemos que a fungao de verossimilhanca é um pro-
duto. Se aplicarmos logaritmo a funcao, serda mais facil obter o estimador por este método.
E isso que normalmente se faz. A fundamentacao técnica esta na seguinte proposicao da
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teoria de funcgoes.

Proposicao 3.1.1. Seja g uma funcao de 6. Se h é uma funcao estritamente crescente,

entao
argmazx [g(0)] = argmazx [h(g(0)] .

Isto 6, o valor f que maximiza ¢(#) é 0 mesmo que maximiza h(g(f)).

Essa propopsicao permite, por exemplo, tomar o logaritmo da funcao de verosimilhanca

que é o que normalmente se usa na literatura de Inferéncia Estatistica.

Exemplo 3.1.1 Seja X3, X5, . . ., X,, uma amostra aleatoria de uma distribuicao
exponencial ( Usemos a representacao f(z) = sexp(—+x) paraz > 0). A fungao de verssim-
ilhanca dada a amostra xi, xo, . . ., T, €

LNz, 29, ..xn) = f(x;A) f(an;A)
Leap(— o).y erp(—7)
= —exp(—=x1)...—exp(——x,
PR S S A
1 1 n
= —e X Zi:l 271"
A

Tomando logaritmos, temos

(A x1,29,..c;2) = InL(Nx1,29, ..., 2,)

Derivando com respeito a A, temos que

Ol(Nx1,79,...,2,)  n 1
O = Tyt

Igualando a zero a derivada, obtemos

Deixamos como exercicio para o leitor, tomar a segunda derivada de [(A/xy, 22,

vy Tp) €

concluir que de fato, A corresponde a um ponto de maximo. Mais detalhes sobre o Método
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de Méxima Verossimilhanca podem ser vistos em Hogg e Craig (1995).

Observagao: Se a representacao f(z) = Aexp(—Ax) para x > 0, é usada para a dis-

tribuicao exponencial, o estimador de maxima verossimilhanca para A\ sera A = ﬁ = %

veja Exercicio 3.3.1.

No caso de termos uma realizacao, iy, 1, . . ., i, de tamanho n + 1 de uma cadeia de
Markov, usaremos o Método de Maxima Verossimilhanca para encontrar os estimadores das
probabilidades de transicao F;; para ¢,7 =0,1,..., M.

A funcao de verossimilhanca neste caso é
L<P007 P()la sy pMM/i07i17 "'7in)
= P(Xo=0)P(X;=141/Xo=10)P(Xo =12/ X1 =11)... P(X), =i,/ X1 =ln_1)
= u0i0P<X1 = il/XO = Zo)P(X2 = ig/Xl = Zl)P(Xn = in/anl = Z'nfl)
= UOioH?:_&P(XjH = ij11/X; = ij)

= uOioH ,]EEP .

ugi, = P(Xo = ip) e na ultima expressdo, n;; representa o nimero de transigoes do estado
i para o estado j (em um passo).

Tomando logaritmos, temos
M M
I(Poo, Pot, -y Puna [0, i1, in) = In(uoig) + > Y nigln(Pyj).
=0 j=0
Temos, neste caso, um problema de maximiza¢ao com restrigoes. Lembremos que para

cada i, Zj]\io Py =1.

Usando o Método de Lagrange, definamos, para cada i, a funcao auxiliar
I* (Poo, P017 . PMM/io, i1y 0IN)
M
= In(us +Zznwln ij +/\Z
=0 5=0 7=0
Derivando com respeito a F;;, temos

8[*(P00,P017...,PMM/io,il,...,iN) _ %4_)\
P Py

50



Dai obtem-se
APy = —ny (6)

. o M o
Somando em j, obtemos A = — > im0 Nij = —MNi.

Nessa relacao, n; representa o numero de vezes que a cadeia visitou o estado i na real-
izagao sendo considerada.

Finalmnete, substituindo o valor de A em (5)
~ nij
Pij = —. (7)
n;
Observemos que o estimador da probabilidade de transicao P;; é obtido como a razao
entre o nimero de transicoes, na realizacao da cadeia, do estado i para o estado j e o nimero
de vezes em que a cadeia esteve no estado i .

Exemplo 3.1.2 Somente para efeito de ilustracao considere a realizacao de tamanho
n+1=23deumacadeia: 3210123012310212303210 2.

Naturalmente, antes de encontrarmos os estimadores das probabilidades de transicao, pre-
cisamos "estimar ” o espaco de estados. Neste caso, apenas os estados 0, 1, 2, 3 aparecem na
realizacdo da cadeia. Podemos pensar que o espago de estados é E = {0,1,2,3}. A cadeia
visitou o estado 3, 5 vezes. Dessas 5 vezes, a cadeia fez duas transicoes para o estado 0, duas
para o estado 2 e uma transicao para o estado 1. Entao

5 2 3 1 5 2 5
Py = 3, P3 = ¢, P3y = £, P33 = 0.

Observacao 1. Os estimadores de P;; quando i é o ultimo estado visitado na realizagao
da cadeia precisam de uma modificacao, pois nesse caso existem n; visitas ao estado i, mas
apenas n; — 1 transi¢oes. O denominador na definicao de F;; precisa ser, entao n; — 1. No
exemplo anterior, o estado 2 ¢ o ultimo estado visitado e a cadeia visitou ny = 7 vezes o
esatdo 2. Se usarmos ny = 7 no denominador, teriamos

_ 0 _ 3 D _ 0 D __ 3
PQO_?7 P21_?7 P22_?7 P23_?'

Neste caso, a soma dessas probabilidades seria g. Com a modificcao a ser implementada
para o ultimo estado visitado teremos:
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® 0 3 3 5 3 3
P20:67 PQIZE; P22: ) P23:g"

o

Naturalmente, quando n é ”"grande”, maiormente nao ha diferenca se usarmos denomi-
nador n; ou n; — 1.

Observacao 2. No procedimento para encontrar os estimadores de maxima verossimil-
hang para P;;, observe que estamos assumindo que F;; > 0 .

As propriedades assintoticas dos estimadores de P;; assim definidos foram estudadas por
Derman (1956).

Observacao 3. A abordagem feita para estimar as probabilidades de transicao assume
a realizacao de tamanho n + 1 da cadeia. Uma outra forma de abordar o problema é consid-
erar varias realizacoes de tamanho m da cadeia. No Modelo de Mobilidade social descrito no
capitulo 2, uma amostra de 3.500 pais foram classificados nas correspondentes classes (Glass
e Hall (1954)). O estimador de P;; foi calculado como Pj; = 24 sendo n; o nimero de pais
na classe i e n;;, o nimero de filhos na classe j. '

Na abordagem inicial, precisariamos observar uma familia por 3500 geracoes para encon-
trar os correspondentes estimadores.

3.2 Estimacao da Distribuicao Invariante

A existéncia da distribuicao invariante de uma cadeia de Markov esta estritamente ligada
ao numero de retornos aos estados recorrentes. No capitulo 2 vimos que se a cadeia é finita,
ela possui pelo menos um estado recorrente positivo. Portanto se é irredutivel, todos os
estados sdo recorrente positivos. Sendo assim, se a cadeia é aperiodica, existe a distribuicao
invariante e ela é unica.

No caso em que o espaco de estados € infinito precisamos de mais algumas condigoes para
garantir a existéncia e unicidade da distribuicao invariante.

Intuitivamente, um estado é recorrente se podemos voltar a ele um niimero infinito de
vezes e nesse caso, um estimador da probabilidade de que uma cadeia, em equilibrio, esteja
no estado j sera a fracao 'r%il’ sendo n 4 1 o tamanho da realizagao da cadeia e n;, o nimero
de vezes em que a cadeia esteve no estado j. Daremos a seguir parte da fundamentacao

técnica desse estimador definido intuitivamente .
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Seja f uma funcao de valores reais sobre o espaco de estados e defina

Se o= > f(Xm) n=0, 1,2, . ..
(8)

. . . _ o . ~ STL ,
Como um caso partl.cular, podemos definir f(j) =1 e f(k) =0 para k # j. Entao 2 ¢
exatamente a fracdo —Z-.
s n+1
Seja N,, o numero de visitas ao estado j pela realizacao xq, x1, . . ., x,, da cadeia.

Se o estado j € recorrente, vimos no capitulo 2 que > > Pj@) = 0.

Como consequéncia disso, F(N, /Xy = j) = oo quando n — oo, como pode ser visto a
seguir:

Defina 1(Xj) =1 se Xj = j e 0 caso contrario.
Entao N, = Y7, 1(Xk)) e

E(N,/Xo=j) = E(Zij X/ Xo = J)

I
NE

E(Xy/Xo = j)

B
Il
—

P(Xy, = j/Xo = j)

I
M=

B
Il
—

(n)
Py

I
M=

i
L

Defina
TV = min{n > 0: X, = j},

J

(9)

Tj(l) é chamado tempo da primeira visita ao estado j. Se Xy = j, Tj(l) ¢é chamado tempo

do primeiro retorno ao estado j. Na literatura de Processos Estocasticos, Tj(l) ¢ chamado

53



um tempo de parada ou tempo opcional. Nao abordaremos na disciplina a teoria referente
a tempos de parada.

Para r > 1, defina os tempos de retorno sucessivos ao estado j

T = min{n>T"": X, =j},

J J

convencionalmente defina T

'/ = 00 se nao existir n > Tj(r_l) tal que X,, = 7.

Dada a realizacao Xy, X1, . . ., X,,, o conjunto de observacoes
XT(T)+17 XT(T)+2’ ceey XT.(T+1)
J J J

sera chamado de bloco ou ciclo regenerativo e a contribuicao na soma .5,, de cada bloco
serd denotada por Z,. Isto é, definamos

Tj(r+1)
Z, = Y f(Xn).
m=T")+1
Admitiremos, sem prova, que 2y, Zs, . . ., Zy, sao independentes e identicamente dis-

tribuidas. A prova desse resultado baseia-se na chamada Propriedade Forte de Markov. O
leitor interessado em ver os detalhes da prova pode consultar Bhattacharya e Waymire (1990)
ou Asmussen (1987).

A idéia de decompor a cadeia em ciclos regenerativos foi proposta originalmente, em forma
independente, por Athreya e Ney (1978) e por Nummelin (1978). Alguns detalhes podem
ser vistos em Atuncar (1994).

Como consequencia desse resultado, aplicando a Lei Forte dos Grandes Nimeros, temos
que se E(|Z1]) < oo, entao

1.
r—>oori:1

No que segue faremos uma suposicao mais forte. Assumiremos que
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Lembremos que N,, é o nimero de visitas , na realizacao da cadeia ao estado j.

S, definido anteriormente pode ser escrito como

7 (N +D)
S, = Y. f(X +ZZ— Z f(X (10)
m=0 m=n-+1
(§]
7
S, 1 N"Z 1 g ¥ Nn+1 X
n+1 — 7’L+17;1 r+n+1 mz::()f( m)_mZnJrlf(
S ZZ + R,
N n+1:7=
N, 1
- n+1Nn;Z+R

Ja provamos que se o estado j é recorrente, E(N,,) — oo quando n — oo. Pode-se provar
também que N,, — oo e R,, — 0 com probabilidade 1, quando n — oo.

Entao, pela Lei Forte, temos que

1 on
nhrglo — > Z, = E(Zy).
n r=1
A (r+1) () .
Se f =1, temos que Z, —ZJ_T<T 1=T; —T;". Entao
| M T (Nnt1) _ (1)
lim — » Z, = i J J
A8 2 2N,
_ (2) (1)
- B -1

E como consequencia disso, fazendo f(X,,) = 1 para todo m, temos:

n+1

. 2 1
Jim == = B -T),
E (Tj(z) — Tj(l)) é o tempo médio de recorréncia do estado j e =2 é a proporcao do tempo

que a cadeia passa no estado j. Intuitivamente é claro que se o tempo médio de retorno ao
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estado jé E (Tj(z) — Tj(l)), quando n — 00, a cadeia permanece no estado j com probabilidade
1
BT -1y
Definig¢ao 3.2.1 Um estado j é recorrente positivo se E(Tj(l)/Xo =j) < oc.
Estabelecemos, sem prova, a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 3.2.1. Suponha que o estado j é recorrente positivo e que f é uma funcao
de valores reais tal que

E(fX)l+ .+ [f(Xpol/Xo=7) < o0

Entao
| o BE(f(Xy)+ ...+ f(X,0)/Xo = J)
li m) — - ’
nggon—l—lmz::of(X ) E(Tj(l)/onj)

(b) Se a cadeia é fortemente ergodica, o limite anterior nao depende da distribuigao inicial
da cadeia.

Corolario 3.2.1. Se a cadeia é fortemente ergodica, entao para todot € F e j € E,

1 & 1
lim — Pl-(-m) = .
n—oo n, WLZ:1 J E(]}(l)/XO — j)

Para provar o corolario, defina f(X,,) = 1 se X,, = j e 0 caso contrario. Como a cadeia
visita uma vez o estado j em cada ciclo, nesse caso Z, = 1 para todo r.

Antes de estabelecer o proximo corolario, dado um conjunto A, defina fA igual ao niimero
de elementos de A. Em Matematica, fA é conhecido como cardinal de A.

Corolario 3.2.2. Como mais um caso particular da Proposicao 3.2.1, trocando j por i,
temos

. tH{m<n: X, =i} 1
lim = 0 :
e n+l E(T;7 )Xo = 1)

= . (11)

Para provar este corolario, basta definir f(i) =1 e f(k) =0 se k # 1.
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Baseados neste corolario, podemos definir o estimador de u;; isto é

m<n:X, =1
u; = Hm < } (12)
n+1
Observe que w; coincide com a definicao frequentista de probabilidade. Isto é, se Xj,
X1, . . ., X, for uma amostra aleatéria de uma varidvel aleatéria X, P(X = z;) e seu

correspondente estimador seriam definidos em forma similar a (11) e (12) respectivamente.

Provaremos a seguir que se u = (ug, uq,...) com u; definido em (11), u é a tnica dis-
tribuicao invariante.

Parar =1,2, 3, .. .; defina N = tH{m € (ﬂ(r),ﬂ»(TJrl)] : Xon =1}

NZ-(T) assim definido é igual ao nimero de vezes que a cadeia visita o estado i no ciclo r,
(r+1
. (r _ 7

ou seja N;'/ = Zm:ijH Li(Xm)-

s 1 2 . A o
Com essa representacao é facil ver que NV, ), NZ-( ), . . . € uma sequéncia de variaveis

aleatérias independentes e identicamente distribuidas pois N\ e N*

de variaveis aleatorias em ciclos diferentes.

para r # s sao fungoes

Por definic¢ao, u; > 0. Provemos que },cpu; = 1:

Defina 6;(i) = E(N /Xy = j). Com essa defini¢io temos que

S0;6) = S ENT /Xy =)

= =)
= BN /Xy = 7))
€l
2 1
— E(Tj( ) _ Tj( )
B 1
- -

J

o , - . . ( (r+1
A terceira igualdade vale porque o niimero de observacoes no ciclo regenerativo r é Tj(r -

Tj(r) e essas variaveis sdo independentes e identicamente distribuidas.
Observemos que

1 % (r) I & v 1 )
—— SN = (r) _ SN
n+l:o= " n+1i= ' n+1i:Nn+1 '
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Entao

lim %N@-—u
n—oon 4+ 1 = t v
Também
L Q2 ) Nu L Q2 )
I N = lim — Y N,
g 2N = i o i e D N,
= Uj@j (’L)

Portanto u; = u;0;(i) e

doui o= Y ul;d)
ickE i€l
= u; ) 0;(1)
el
Uy
Uj '

Resta provar que > ;cp u; FP;; = uj. A prova desse resultado e a unicidade foge ao alcance
da disciplina e vamos omitir. Veja Bhattacharya e Waymire (1990).

3.3 Exercicios

3.3.1. Considere a distribuigdo exponencial com a representacao f(x) = Aexp(—Ax) para
x> 0. Se Xy, Xy, . . ., X,, ¢ uma amostra aleatoria de X com essa fungao de densidade,
encontre o estimador de maxima verossimilhana de \.

3.3.2. Seja X4, Xs, . . ., X,, uma amostra aleatéria. Encontre os estimadores de maxima
verossimilhanca dos correspondentes parametros se:
a) X ~ N(p,0?), b) X ~ P(})
c) X ~G(p) d) X ~b(20,p).

3.3.3. Considere a cadeia de Markov com matriz de probabilidades de transicao dada no

Exercicio 2.9.1. Simule uma realizacao de tamanho 65 da cadeia. Encontre os estimadores
das probabilidades de transicao e da distribuicao invariante.
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3.3.4. Repetir o Exercicio 3.3.3 com realizagoes da cadeia de tamanho 100, 200, 300, 500
e 2000. Em cada caso, defina

M=

4
Dn =% > P — Pyl
=1

]

Il
=)

A, =

-

I
=)

|Gy — i

K2
a)Compare Dgs, D10, Daoo, D300, Dsoo, Daooo- Qual a sua conclusao?,
b) Compare A65, A1007 AQ()(), Agoo, A500, Agooo. Qual a sua conclusao?.

3.3.5 Considerando os Exercicios 3.3.3 e 3.3.4, para cada tamanho da realizacao da cadeia
observe os pares (4, j) tais que n(i, j) = 0.

3.3.6 Repita os Exercicios 3.3.3, 3.3.4 e 3.3.5 considerando a matriz
0,3 0,0 0,5 0,2
p_ 0,1 0,6 0,0 0,3
| 0,0 0,7 0,3 0,0
0,2 0,5 0,0 0,3
3.3.7. Para n=65 do exercicio 3.3.3 e para cada valor de n no exercicio 3.3.4, considere
o ultimo estado visitado pela correspondente realizacao. Defina P;; = n"fl e P = T

ng

Compare esses estimadores.

3.3.8. A seguinte, é uma porcao de uma sequéncia DNA:

ACTGCACGTGTGTCTGCACGTACTGCATGCTCGTAC
TGTGTCACTGTCGTCACTGCCTGCAGTCAGTACTCG
ACTCACTGACTCACGTCGCTCATGCACGTGTCGTCA
CTACTGCACTACTGACTGATGCATAGTCATCGTCAT
CGTCTCAGTACTGCATATGCCACTGCATCGAATGAC
TGCAGTCACTTGCCAGTCAGTCTAACTTGAACAGTA
GCTATGCATGCTGCAAGTCACTCGTGCACTGCACTG
CAACTGCTGCGCATGCAGTCAGTCATGGTCACTACA
GTCGTCATCACTGACTGCTCACGTCCTAGTCACTGC.
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Assuma que essa porcao ajusta uma cadeia de Markov de primeira ordem e estime as
probabilidades de transicao.
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4 Capitulo 4. Processos Estocasticos com Parametro de Tempo
Continuo

Abordaremos neste capitulo os processos estocasticos com parametro de tempo continuo. Va-
mos considerar o caso em que o espaco de etados é discreto ( finito ou infinito enumeravel)
e iniciaremos com o modelo mais simples, conhecido como processo de Poisson homogeneo (
no tempo). Seguidamente apresentaremos os processos de nascimento puro e na se¢ao 3 os
processos de nascimento e morte. Na secao 4 apresentamos alguns exemplos interessantes
do ponto de vista pratico.

4.1 Processos de Poisson

Definicao 4.1.1(Processos de Contagem). Diremos que o processo X = {X; : ¢t > 0} assu-
mindo valores no espago de estados £ = {0,1,2,...} é um processo de contagem se:
(i) Xo =0,
(ii) X, cresce somente em saltos,
(ili) Se s < t, entao X, < X,
(iv) E continua & direita.
Exemplos tradicionais dos processos de contagem sao aqueles que registram o niimero de
ocorréncias de um evento. Os processos que registram o niimero de acidentes que ocorrem em

um trecho de estrada, o nimero de itens defeituosos produzidos por uma linha de producao,
o numero de chegadas a uma estagao de servigo sao exemplos destes processos.

Definigao 4.1.2 (Processos de Poisson) Diremos que o processo de contagem {X; : ¢ > 0}
¢ um processo de Poisson homogeneo se possui incrementos independentes e estacionarios e
satisfaz as seguintes condigoes adicionais:

(i) P(Xyon — Xy = 1/X; = i) = Ah+ o(h) quando h | 0,

(ii)) P(X¢yn — Xt =0/Xy =1i) =1— A+ o(h) quando h | 0,

(iii) Xo = 0.

(i) quer dizer que aquela probabilidade é igual a Ah mais uma fungao g(h) tal que

hmhlo % = 0.
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Uma funcao satisfazendo essa condigao é dita ser o(h) quando h | 0. Por exemplo, se
gi(h) = h?, gi(h) = o(h), mas g(h) = vh ndo é de ordem o(h) pois limy,o % = limy, o ﬁ =
oo. A funcao g(h) = sen(h) também nao é o(h) pois limy g %(h) = 1.

Um exemplo importante que serd usado é o seguinte: Se X é uma varidvel aleatéria com
distribui¢ao exponencial com parametro A, entdo P(X < h) = A + o(h) quando h | 0.
Vejamos a prova:

P(X<h) = 1—e™

= 1- 1=+ Y (ZAR)
— nl
o~ (AR
= A\h :
* ;::2 n!
Resta provar que > .02, (7;\1?)71 =o(h). Para 0 < h < 5,
= () & ()2
nz:; n! ( ) ;::2 n!
00 —)\h)n_Q
< (canpy M
= ) ;::2 (n—2)!

< (Ah)?
= o(h).

E conveniente mencionar algumas propriedades das fungdes que sao o(h). Entre elas temos
a que estabelece que soma de fungoes que sao o(h), sao também o(h). Isto é, se g1(h) e ga(h)
sao o(h), entdo a soma (g; + go)(h) é também o(h) e se ¢ é uma constatnte, entao cg;(h) é
também o(h).

Usando essas propriedades, pode-se provar que se gi, g2, . - ., gx sa0 o(h) e ¢, ¢, . . .,
¢y, 30 constantes, entdo g = 2% | ¢;g; é também o(h).

O parametro A envolvido em (i) e (i7) da Definigao 4.1.2, é chamado taxa de ocorréncia

ou de nascimento do processo. Observe que (7) e (i7) implicam que P(X¢yp — Xt > 2/X; =
i) =o(h).
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Esse ultimo resultado estabelece que a probabilidade de acontecer mais de um evento em
um pequeno intervalo de tempo é desprezivel quando dividido pelo comprimento do inter-
valo. A interpretacao disso é que dois ou mais eventos nao ocorrem simultaneamente. Ou
seja os saltos do processo sao unitarios.

De interesse no processo de Poisson, é calcular a funcao de probabilidade de X, isto é,
queremos P(X; = j) parat >0 e para j =0,1,2...,

Parat >0ej=0,1,2,.., defina P;(t) = P(X; = j). Encontraremos essas probabilidades
estabelecendo equacoes diferenciais para elas.

Existem duas maneiras da abordar o problema. Em ambas, é feita a decomposi¢ao do
intervalo [0, ¢ + h] em dois intervalos. Na primeira considera-se [0,t + h] = [0, h] U (h,t + h]
e na segunda considera-se [0,¢ + h] = [0,t] U (¢,t + h]. Dada a natureza da decomposic¢ao do
intervalo, a primeira abordagem leva a estabelecer as equacoes diferenciais retrospectivas e
a segunda leva a estabelecer as equagoes prospectivas. Na literatura em inglés tais equacoes
sao conhecidas como "backward differential equations” e "forward differential equations”
respectivamente.

Abordaremos o problema usando a segunda decomposic¢ao.

Consideremos primeiramente j = 0:

Po(t+h) = P(Xepn =0)
= P(X; = 0)P(Xpyp — Xy = 0/X; = 0)
= B(t)P(Xirn — Xy =0/X; =0)
= Py(B)[1 = M+ o(h)).

A relacao acima mostra que para que o processo esteja no estado 0 no instante ¢ + h, pre-
cisa que o processo esteja no estado 0 no instante t e no intervalo (¢, +h] ndo acontega evento.

Voltando a relagao acima, temos que
Py(t+h) = Py(t) — AhPy(t) + o(h)

Observe que estamos admitindo que o(h)FPy(t) = o(h). Deixamos para o leitor a tarefa de
dar uma explicacao deste detalhe.
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Dividindo por h e fazendo h | 0, obtemos
Py(t) + ABy(t) = 0
Multiplicando por e* essa equacdo, obtemos
jt[e’\tPo(t)] = 0
Desde que Xy = 0, temos que Py(0) = 1. A partir dali temos que para ¢t > 0,
Py(t) = e ™M

Considere agora j =1 :
Pi(t+h) = P(Xyun=1)

Po(t)P(Xpyn — Xy = 1/X, = 0) + PL(t)P( Xy — X; = 0/X; = 1)
= By(t)(Ah+ o(h) + Pi(t)(1 — A+ o(h))

Procedendo em forma analoga ao caso em que j = 0, e lembrando que Py(t) = e~, temos
Pi(t+h) — P(t) + APi(t) = Mhe ™ + o(h)
Dividindo por h e fazemdo h | 0, temos
P/(t) + AP (t) = Xe
Resolvendo a equacao diferencial (lembrando que P;(0) = 0) , temos que para t > 0,

Pi(t) = e

Procedendo dessa maneira podemos encontrar Py(t), P3(t), . . . mas podemos mostrar,
usando o Principio de Indug¢ao Matematica que para t > 0,
—Xt j
e (At .
Pj(t)—T para j = 1,2, ...
Ja mostramos que a formula vale para 7 = 1. Suponha que a formula vale para j e

mostremos que vale para j + 1.

Pj+1(t‘|‘h) = P(Xt+h:j‘|’1)
= Pi(t)P(Xeon — Xe = 1/X; = j) + P () P(Xon — Xy =0/ X = j+ 1)
= Pi(t)(Ah+o(h)) + Pj1(t)(1 — Ah + o(h)

64



A partir dali, rearrangando os termos, dividindo por h e fazendo h | 0, temos
’ )\e_At(At)j
Piy(t) + APja(t) = —

Resolvendo a equagao diferencial e usando a condigao inicial Pj41(0) = 0, obtemos
e A (\t)IH
(j+1)!
A partir desses resultados podemos encontrar as distribui¢coes multidimensionais. Por
exemplo para 0 < t; < ty < 00,
P(Xy, =k, Xy, =ks) = P(Xy, =k)P(Xy, = ko/ Xy, = k1)

= P(Xy, =k)P(Xy, — Xy, = ko — Xy, /Xy, = K1)
= P(Xy, =k)P(Xy, — Xy, = ko — k1/ Xy, = k1)

Pia(t) =

Desde que o processo de Poisson possui incrementos independentes, essa ultima expressao é
igual a

efktl()\tl)kl G*A(tZ*tl)()\(tz _ tl))szlﬂ

P(Xa, = k) P(Xy, = Xoy = by = k) = —— (ks — k)

Analogamente,

e—Atl ()\tl)kl e—)\(tg—t1)<)\(t2 _ t1)>/€2—/€1

P(th - k17Xt2 - k27 ...,th - kfn) =

kll (kQ — kl)'
et (At = b))
(kp — kp—1)!

De interesse no processo de Poisson ¢é a distribui¢ao do tempo até a primeira ocorréncia.
Seja Ty esse tempo. Observe que o evento [Ty > t] é equivalente ao evento [X; = 0]. Entao

P(Ty>t)=P(X;=0)=e ™ para t > 0

Ou seja, Ty tem distribuigao exponencial com parametro A. Pode-se provar que se T; é o
tempo entre a i-esima e a (i+ 1)-esima ocorréncia, temos que Ty, Ty, . . . é uma sequéncia de
variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas de acordo a uma exponencail
de parametro A e como consequéncia, W,, = T1 + 15 + ... +T},, tempo da n-esima ocorréncia,
tem distribuicao gamma com parametros n e .
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Observe que E(T;) = %, o reciproco da taxa de ocorréncia. Essa relacao é bastante intu-
itiva. Assuma por exemplo que A = 10 ocorréncias por hora, entao F(T;) = % horas.

Problema Interessante Um problema que aparentemente nao esta relacionado com o
processo de Poisson mas cuja solugao pode ser encontrada estabelecendo uma equagao difer-
encial é o seguinte:

O tempo de funcionamento, Ty, de uma maquina tem distribuicao exponencial com
parametro A. Ao quebrar a maquina, é enviada para a oficina e o tempo de conserto,
Ty, tem distribuicao exponencial com parametro . Assuma que o tempo de transferéncia
da maquina para a oficina é desprezivel. Encontrar a probabilidade de que a maquina esteja
funcionando no instante t. Assumir que no instante t, = 0, a maquina esteja funcionando.

Solucao. Defina X; = 0 se a maquina esta funcionando no instante t e X; = 1, caso
contrario e defina Py(t) = P(X; = 0). Com estas definigdes, temos que

Po(t ‘I— h) — P<Xt+h — 0)
- P0<t>P(Xt+h - Xt == O/Xt - 0) + Pl(t)P(XH_h - Xt == O/Xt - 1)
= Bt)P(To>h/X;=0)+ P (t)P(Ty <h/X;=1)
Py(t)e ™™ + Pi(t)[1 — e+
Py(t)[1 — A+ o(h)] + Pi(t)[puh + o(h)]
Desde que Py(t) + Pi(t) = 1, temos
Po(t+h) = Ry(t) = —AhPo(t) + [1 = FBo(t)][ph + o(h)]
Dividindo por h e fazendo h | 0, obtemos
Py(t) + A+ p)Po(t) =
Multiplicando essa tltima equacdo por eA#* temos que
eMTIP () + (A p)Ro(t)] = pel T
A partir dali e levando em conta que P,(0) = 1, obtemos
[ A
Py(t) = + g
o(*) A A+ ue
Observe que quando t — oo, Py(t) — /\i—u Qual a interpretacao desse limite?. Voltaremos a

este problema e suas generalizagoes posteriormente quando falarmos de processos de nasci-
mento e morte.
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Antes de proseguir com a leitura desta se¢ao, sugerimos que o leitor aborde alguns prob-
lemas no final do capitulo ( Exercicios 4.6.1 - 4.6.10)

4.2 Processos de Nascimento

Uma primeira generalizagao do processo de Poisson descrito anteriormente, é permitir que o
parametro, A\, dependa do estado em que o processo se encontra. Isto é, substituir (i) e (ii)
por

(i) P(Xepn — Xe = 1/X: = j) = \jh+o(h) e
(i") P(Xp4n — Xy = 0/X, = j) = 1 — Ajh + o(h).

Os parametros \; sao chamadas taxas de ocorréncia quando o processo estd no estado j.
Procedendo em forma analoga ao caso em que A nao depende do estado, temos para j = 0,

Pyt +h) = Po(t)P(Xpon — Xi = 0/X; = 0) + o(h)
= B()[1 = Aoh + o(h)]

A partir dai temos que Py(t 4+ h) — Po(t) + AohPo(t) = 0.

Lembrando que F,(0) = 1, obtem-se
Po(t) = 6_>\0t
Para j =1, temos

Pi(t+h) = P(t)P(Xyun —Xi=0/X; =1)+ B(t)P(Xpn — Xy = 1/X;, = 0) + o(h)
= Pi(t)[1 = \Mh+o(h)] + Po(t)[Moh + o(h)] 4+ o(h)

Dai, obtem-se que
Pi(t+h)— Pi(t) = —M\hPi(t)+ \hPy(t) + o(h)
Dividindo por h e fazendo h | 0, temos
Pi(t) + MPi(t) = Aoe
Desde que P;(0) = 0, obtemos

t
Pi(t) = e_ht/ NgeM 203
0
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Suponha que temos P;(t). Para obter Pj;;(t) procedemos da seguinte maneira:

Pia(t+h) = P(Xpyn=j+1)
= Pia(O)P(Xipn — Xy =0/X, =5 +1)
+P(t)P(Xeon — Xy = 1/Xy = j) + o(h)
= Pia(@)[L = Ajah +o(h)] + Pi(t)[Ajh + o(h)] + o(h)

Dai obtemos
Pia(t+h) = Pja(t) + Ajpih P (t) = APi(t) +o(h)

A partir dessa equacao obtemos
]D;+1(t) + N Pia(t) = AP(t)

eAHIt[PjH(t)+)‘j+1Pj+1(t)] = N eMHP(1)
dali obtemos finalmente
t
Pra(t) = 0t [ e py(s)ds

Observemos que um processo de nascimento é nao decrescente. Neste caso, entao nao
existe distribuicao invariante.

Exemplo 4.2.1 Processo de Yule. Esse processo ¢ muito comum na area bioldgica.
Suponha que cada membro de uma populagao tem uma probabilidade Ah + o(h) de gerar
um novo membro em um intervalo de tempo de comprimento h. Assuma que no instante

= 0 o tamanho da populagao é Xy = N. Assumindo independéncia e nao interacao entre
os membros da populagao, temos que

P(Xpon— X, =1/X, =n) = 1'(nnil)' M+ o(R)] [L = M+ o(h)]" !
= n\h+o(h)

Para simplificar as contas, suponha N = 1. Ou seja P;(0) = 1.
Da exposicao precedente, pode-se mostrar que Py(t) = 0 para todo ¢ > 0.
Com isso, temos que P, (t)+APy(t) = 0. resolvendo a equacio e lembrando que Py (0) = 1,

temos que Py (t) = e .
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Para encontrar P,(t), temos que

Py(t) +2APs(t ) = APy(t)
)\e—)\t

Resolvendo a equacao diferencial, lembrando que P»(0) = 0, encontra-se que
Py(t) = e M1 —eM)
Deixamos como exercicio, provar por Inducao Matematica que

Pn(t) — ef)\t(l_ef)\t)nfl

4.3 Processos de Nascimento e Morte

Os processos contemplados até aqui sao chamados processos de nascimento puro ou processos
de chegada. Apresentamos a seguir os processos em que contempla-se mortes de elementos
ou em aplicacoes reais, saidas de usudarios de um sistema de servigos. Tais processos sao
chamados processos de nascimento e morte ou processos de chegada e saida. Para estes
processos os postulados (i) e (i) agora sao

(i) P(Xeyn — Xe = 1/X; = j) = Ajh + o(h)

(id"a) P(Xepn — Xp = —1/X; = j) = p;h + o(h)

(i"b) P(Xppn— Xo = 0/X; = j) = 1= (A; + pj)h + o(h)

Os parametros \; e u; sao chamados taxas de nascimento e morte respectivamente quando

o processo esta no estado j. Do ponto de vista préatico ¢ muito natural definir pyg = 0 pois se
tem 0 elementos no sistema , ninguem pode sair ou "morrer”.

Neste caso nao vamos resolver as equacoes diferenciais. Vamos estabelece-las e a partir de-
las, assumindo que existe distribuigao invariante do processo, encontraremos tal distribuicao.
No procedimento para encontrar a distribuigao invariante, poderemos ver sobre qué condigcoes
(sobre os parametros) existe tal distribuigao.

Do ponto de vista pratico, a existéncia da distribuicao invariante é relevante. No caso

de um sistema de servicos, por exemplo, tal distribuicao permitird dimensionar o sistema
visando custos minimos de operacao e satisfacao dos clientes com alta probabilidade. Os
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critérios de dimensionamento podem ser estabelecidos pela geréncia do sistema.

Para j = 0, temos

Pyt +h) = Po(t)P(Xppn — Xy = 0/X; = 0) + P(t)P(Xyn — Xy = —1/X, = 1) + o(h)
Po(t)[1 = Moh + o(h)] + Pi(t)[p1h + o(h)] + o(h)

A partir dali, obtemos
Py(t) + XoPo(t) = mPi(t) (13)
Para 7 > 1, temos que

Pit+h) = PO)P(Xppn—X —t=0/Xy=j) + Pia(O)P(Xpon — Xy =1/ Xy = j — 1)
P () P(Xpsn — Xy = =1/Xy = j + 1) + o(h)
= B()[1 = (Aj + py)h + o(h)] + Pi—1(t)[Aj—rh + o(h)]
+ P (t)[11h 4 o(h)] + o(h)

A partir dali, procedendo como nos casos anteriores, obtemos

Pit) = No1Pioalt) — (A + ) Pi(t) + g1 Pya () (14)
Se existe distribuicao invariante, teremos que p; = lim;_..P;(t) e portanto limHOOP;
para todo j. Entao a partir da equacao (14) obtemos

Ao

P1 = —Po
H1

() =0

A partir da equagao (15) fazendo j = 1 obtemos

0 = Aopo+ pap2 — (M + p1)p1
e a partir dali,
AoA1
P2 =
b2
Deixamos como exercicio para o leitor encontrar ps.

Do

Como um segundo exercicio, assuma que

)\0)\1...)\]‘_1
Pj=—"""——"Do
Hipe2.-- [
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e mostre que
/\0>\1'-'/\j—1)‘j

0
Hipho.. i1

Temos encontrado a distribuicao invariante do processo assumindo que ela existe. Se esse
¢ o caso, teremos que p; > 0 e Z?io p; = 1.

Pj+1 =

Mas 3>720p; = po |1+ 3272 %} A partir dali, vemos que para que exista dis-

tribuicao invariante precisamos a condicao

AL
0L A1
=1 Map2--fhj

Sobre essa condi¢ao temos que

-1

AoA

1+Z ALy
j=1 H1H2.. Mg

4.4 Alguns Exemplos Importantes

Apresentamos nesta secao alguns modelos de filas. Nao temos a intencao de abordar pro-
fundamente os modelos pois isso faz parte de uma segunda disciplina. O leitor interessado
em mais detalhes pode consultar Magalhaes (1996).

Modelo de Fila M /M /1. Assuma um sistema de servigos em que chegadas acontecem
de acordo a um processo de Poisson com taxa A. O sistema possui um unico servidor com
tempo de atendimento com distribuigao exponencial de pardmetro p. A notagao M/M/1 é
usada na literatura universal, dada a natureza Markoviana dos processos de chegada e saida
respectivamente. Assume-se que os tempos entre chegadas sao i.i.d com parametro \ e os
tempos de servico sao i.i.d com parametro p

Defina X;: Ntmero de ”pessoas” no sistema ( sendo atendidas ou esperando por servigo).
Neste caso temos \; = A para j =0,1,2,... , upo=0e pj = ppara j =1,2, ...

o AoArA
A condigao Zz’olmﬁ<ooneste caso é 372 ( ) < oo

Tal condigao ¢é satisfeita se e somente se A < p. Em termos reais essa condicao estabelece
que a taxa de chegada precisa ser estritamente menor que a taxa de servigo. Caso
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contrario nao existe distribuicao invariante o que quer dizer que o tamanho da fila cresce
indefinidamente.

Se \ < u, temos que

AoAT-.. B — AL
1+]Z:1 Hipbo.. Mj B 1+jZ::1(M)
_ M
= A
Entao
= A
Po = T
e a partir dali obtemos
RN
p; = (;) T

Observar que {po, p1, ..., } é a fungao de probabilidade geométrica.
A partir dessa observacao concluimos que se definirmos

N: Numero de usuarios no sistema (sendo servido ou esperando por servigo) quando o
sistema esta em equilibrio, temos que

E(N) = | J*(*)

A prova desse resultado é baseado no seguinte:

. é derlvavel no
d ( 1 —
dg\1— q) '

Sabemos quese 0 < ¢ < 1,> 72 0 " = L Desde que a funzccao g(q) = 1
k—1 _

intervalo considerado, tem-se que 7 (Zk 0 q =2 kg =30 kg

Agora é s6 fazer q = ﬁ

Observe que a distribuigdo invariante e E(N) dependem apenas de e A. Na prética
A é conhecida ou estimada. Podemos dimensionar de maneira étima o sistema procurando
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um valor de i visando atingir um determinado objetivo. Por exemplo, suponha que A = 5
chegadas por hora. Se u = 6 servigos por hora, teremos que E(N) =5. Se u =7, E(N) = g
Quer dizer, aumentando a capacidade do servidor para atender mais um usuario por hora,
reduzimos E(N) em 50%.

Um outro critério para dimensionar o sistema € o tempo de permanéncia, a ser denotad
por Tp, de um usudario no sistema. Esse tempo é a soma do tempo de espera, a ser denotado
por Tg, para iniciar o servico e o seu proprio tempo de servico, a ser denotado por 1.

Calculemos a distribuicao de Tg. Observe se um novo usuario chega ao sistema quando
n usuarios ja estao no sistema, o seu tempo de espera serd Ty =Ty + 15 + ... + 1, com T7,
T, . . ., T, ii.d de acordo a uma distribuicao exponencial com parametro p. Ou seja Tg
tem distribuicdo gamma com parametros n e p1. Entao E(Tp/N =n) = % Entéo

E(Tg) = E(E(Tg/N)
N
= E(;)
1 2
pop— A

Entao

E(Tr) = E(Tw)+ B(T%)

Deixamos como exercicio para o leitor, provar que na verdade Tp tem distribuicao exponen-
cial com parametro p — A. Para encontrar tal distribuicao use

P(Tp<t)= ZP P(Tp <t/N =n).
Modelo de Fila M /M /c. A diferenga com o caso anterior é que neste caso temos ¢
servidores cada um com taxa de servico igual a p. Igual que no caso anterior, defina X;:

Nimero de ”pessoas” no sistema ( sendo servidas ou esperando por servigo).
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Neste caso temos

Iy = Jp

)\j:)\

paraj =0,1,...,c—1

Temos entao que para j =1,2,...,c — 1,

e para j > ¢,

Entao

> D

Jj=1

para 7 =0,1,2, ...

eci para j > c

A partir dessa ultima expressao temos

Po

7=0\cp

a taxa total de servico precisa ser estritamente maior que a taxa de chegada.

Exemplo. Suponha A = 20 chegadas por hora e ;i = 8 servigos por hora. O minimo
valor para c¢ é 3 e para essess valores temos pg = 0,04494 e a partir de py obtemos os valores
para as outras probabilidades. Alguns valores estao representados na Tabela 2 a seguir

N
AN
- A yj—e
P; c!,uc(cu)
c—1 ] 0o
N A¢ A
= ——Do (—) “po
;J!W C'ucjgc cp
[c—1 j 00
Y ¢ A
= Do T | Z(*)]
=1 JH ™ 5= CH
[e—1
= A\ A ¢
= po|> .‘J. o H
gt s ep — A
c—1 )\j \¢

= |1

+2

0
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O leitor deve ter observado que para existir a distribuigao invariante precisamos assumir que
2 (2)7 < 00 e essa condicdo é equivalenta a A < cu. Essa tltima condicdo quer dizer que



Table 2: Tabela 2. Distribuigdo Invariante na Fila M/M/3,A = 20, u = 8

0,04494
0,11235
0,14044
0,11703
0,09753
0,08128
0,06773
0,05644
0,04703
0,03920
0 0,03266

= O 00 ~JO T WwWwiN 4+~ O

A partir dos valores calculados mostrados na tabela, algumas conclusoes podemos obter
com respeito ao sistema e tomar decisoes sobre se podemos melhora-lo. Observe, por exem-
plo, que a probabilidade de um usuério ao chegar ao sistema tenha que esperar por servigo
(entrar na fila) é 3225 p; = 0,70227. A probabilidade de ter pelo menos 10 pessoas no
sistema, ou seja pelo menos 7 pessoas esperando ¢ 3222, p; = 0,19603. Tais probabilidades
parecem ser muito grandes. Podemos aumentar o valor de ¢ ou de p. Deixamos para o leitor
fazer os calculos com =9 e c=3 e com =8 e ¢ =4. Compare os resultados.

Um outro critério para avaliar o sistema ¢ atraves do tempo medio de permanéncia no
sistema. Ao igual que no caso do modelo de fila M/M/1, Tp = Tg + T, onde Tg é o tempo
de espera para iniciar o servico de um novo usudrio e Ts o seu tempo de servico. Calculemos
o tempo medio de permanéncia de um novo usudrio dado que existem n pessoas no sistema
no instante da chegada.

Observe que se n < ¢, existe pelo menos um servidor livre e portanto o novo usuario nao
precisa esperar. Nesse caso seu tempo de permanéncia sera apenas seu tempo de servico.
Isto é, paran < ¢, E(Tp/N =n) = i

Se n > ¢, para que o servico do novo usudrio seja iniciado, o sistema precisa ter um
servidor livre. Isso acontece quando n — ¢ + 1 usudrios sao atendidos. Ou seja, dado que

N =n,otempodeespera, ITp =T1+To+...+ T _cr1. 11, Ts, . . ., T,_c11 sao independentes
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e identicamente distribuidos de acordo a uma exponencial com parametro ¢y (porque?). O
tempo de servico do novo usuario tem, ao igual que no caso anterior, distribuicao exponencial
com parametro p. Entao

n—c+1 1
E(Tp/N=n) = —— +—
cp M
~ on+l1
=
No exemplo anterior, suponha que existam 8 pessoas no instante que voce chega ao sistema.
O seu tempo médio de permanéncia no sistema serd E(Tp/N = 8) = % =2 =0,375

Quer dizer que se existem 8 pessoas no sistema no instante da sua chegada ( 5 na fila),
vocé permanecera no sistema por 22,5 minutos.

Para 1 =9, A =20 e ¢ = 3, o valor de p, ¢ igual a 0,07846. Os outros valores de p; estao
representados na tabela seguinte:

Table 3: Tabela 3. Distribuigio Invariante na Fila M/M/3

0,07846
0,17435
0,19372
0,14350
0,10629
0,07874
0,05830
0,04320
0,03200
0,02370
0 0,01756

= O 00 ~JO Tl W — O

O leitor pode fazer comparacoes dos dois sistemas de servigo e a partir dali, optar por um
ou outro sistema.

Fila M/M/c/b. No modelo de fila M/M/c, assumimos a capacidade de fila infinita. Uma
modificagao deste modelo é assumir a capacidade da fila finita ( sala de espera finita). Um
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exemplo tipico deste modelo é um sistema 0800. Nesse tipo de sistemas tem-se ¢ atendentes
e b salas de espera ( as desagraddveis musiquinhas que escutamos quando ligamos para
um sistema 0800). Quando todos os atendentes estao ocupados e todos os ”atendentes
musicais” também estaoocupados e uma chegada acontece, essa chamada é perdida. Entao
o espaco de estados deste processo de chegadas e saidas é igual a F = {0,1,2,....b+ c}. Os
correspondentes parametros sao:

\ A paraj=0,1,...b4+c—1,
7710 paraj=b+c

) jn paraj=0,1,...,c—1,
i = cpu paraj=c,c+1,...,c+b

A distribuicao invariante neste caso é dada por

%po para 3 =0,1,...,c — 1,
p; = ) A
c!)\uc(ﬁ)]_c para j :C;C+1,...,C+b

O valor de pg, entao é dado por

c—1 )\j ¢ b+c A o
> (=)

g N clpe = cp
7j=1 Jj=c

1+

Abordaremos a seguir um problema interessante do ponto de vista pratico. Suponha uma
linha de producao que precisa de N maquinas para seu pleno funcionamento. Os tempos de
funcionamento dessas maquinas sao independentes e identicamente distribuidos de acordo a
uma exponencial com parametro A. No instante da falha de uma méquina, ela é enviada
para a oficina que conta com c¢ equipes e cada equipe conserta uma maquina com tempo
distribuido de acordo a uma exponencial de parametro pu. A linha dispoe, além disso de
r maquinas reserva de tal maneira que ao falhar uma maquina, ela é substituida por uma
outra da reserva ( se houver disponivel).

Definamos X;: Numero de maquinas na oficina. Encontraremos a distribuicao invariante
deste processo de nascimento e morte ( chegadas e saidas da méquinas na oficina). Dados
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os valores de N e c, a partir da distribuicao invariante, poderemos escolher valores de r de
tal forma que o sistema seja apropriadamente dimensionado.

O espaco de estados deste processo de nascimento e morte é £ = {0,1,.... N +r}. Os
parametros sao

\ — NA para 7 =0,1,....,7 — 1,
TV (N—=j+7r)A paraj=rr—1,.,N+r

_J gp paraj=0,1,..,c—1,
i = cu paraj=c,c+1,...,N+r

Para fixar idéias, suponha N = 10, A = 0,005, 4 = 0,02 e r = 2. De acordo a esses
parametros os tempos médios de funcionamento e conserto das maquinas sao 2.000 e 50
horas respectivamente.

A partir dos resultados gerais encontrados anteriormente, temos que:

%?OOQSPO =0, 25py,

— oy —
b1 = Po

_ QoA _
P2 = 2021 py = 0,03125p,,

s = 2022 0 () 00390625,

1 2 3

12 43 44
Os valores de ps,. . ., p12 sao extremamente pequenos. O leitor pode calcula-los. Con-
siderando os valores de ps, . . ., p1o despreziveis temos que pg = 0, 778210, p; = 0,194552,

P = 0,024319, p; = 0,0030708, p4 = 0,00037996.

Observe que quando o processo estiver em equilibrio, teremos com probabilidade 0,778210,
a linha de producao em pleno funcionamento e duas méaquinas disponiveis para substituir
alguma das maquinas que eventualmente venham falhar. Com probabilidade 0,194552, tere-
mos uma magquina na oficina, a linha em pleno funcionamento e uma maquina disponivel para
substituir uma maquina que possa falhar. Podemos observar também que a probabilidade de
ter no maximo duas maquinas na oficina é 0,9971. Com essa probabilidade teremos a linha
de producao em pleno funcionamento. Observe também que a probabilidade de que a oficina
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esteja vazia é py = 0,778210. Do ponto de vista do administrador da linha de producao
essa ultima probabilidade pode ser alta ou baixa. Se essa probabilidade nao for apropriada,
pode-se mudar o nimero de equipes na oficina ou o nimero de maquinas reserva. Esse tipo
de analise torna-se mais interessante quando N é grande. Isto é quando assume valores mais
apropriados do ponto de vista pratico. Convidamos ao leitor abordar o problema quando
N =100, r = 10, ¢ = 4 e os mesmos valores para A e . Nesses casos é conveniente elaborar
um programa computacional para a abordagem do problema ( Veja exercicio ...)

4.5 Exercicios

4.5.1. a) Seja {X; : t > 0} um processo de Poissom com taxa de ocorréncia A. Suponha
que cada chegada é registrada com probabildade p, independentemente das outras chegadas.
Seja {Y; : t > 0} o processo de chegadas registradas. Prove que {Y; : t > 0} é um processo
de Poissom com taxa Ap,

b) Fregueses chegam a uma loja de acordo a um processo de Poisson com taxa A = 20
fregueses por hora. A probabilidade de que cada fregués faca uma compra é 0,4. Seja Y;:
nimero de compras realizadas até o instante t ( em horas). Calcule P(Y; = 8, Y5 = 12).

4.5.2. Dizemos que dosis processos {X; : ¢t > 0} e {Y; : t > 0} sdo independentes se para
quaisquer leme 0 < t; <ty < ... <t ;0 <8 <83 < ... < Sy, 0s vetores (Xy,,..., Xy,) e
(Y, .., Vs, ) sdo independentes. Sejam {X; : ¢t > 0} e {Y; : t > 0} dois processos de Poisson
independentes com taxas \; e Ay respectivamente. Para cada t defina Z; = X; +Y;. Prove
que o processo {Z; : t > 0} é um processo de Poisson com taxa A = A\; + Aq.

4.5.3. ( Continuagao). Se {X; : t > 0} e {Y; : t > 0} sdo dois processos de Poisson
independentes, encontre a distribuicao de X; dado que X; + Y, = n.

4.5.4 Veiculos chegam a um estacionamento de acordo a um processo de Poisson com taxa
A = 4 veiculos por minuto.
a)Qual a probabilidade de que em 40 minutos cheguem no maximo 150 veiculos?,
b) Se X; é o numero de veiculos que chegam até o instante t ( em minutos), encontre
P(X, =15, Xs =21, X;0 = 30)

4.5.5. Aproxime a probabilidade calculada no Exercicio 4.4.4 .
4.5.6. Um estacionamento tem duas entradas. Pela primeira porta, entram veiculos de

acordo a um processo de Poisson com taxa A\; = 4 veiculos por minuto e pela segunda porta,
entram veiculos com taxa Ay = 5 veiculos por minuto. Calcule a probabilidade de que em
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uma hora entrem no méaximo 500 veiculos no estacionamento. E necessario fazer alguma
suposicao para abordar o problema?. Calcule também um valor aproximado dessa probabil-
idade.

4.5.7. Considere os processos de Poisson homogeneos {Xy; : t > 0}, {Xo : t > 0},
.« {Xk : t > 0} independentes com taxas A, Ag, . . ., A\ . Para cada t, defina
Xy = Xy + Xoy + ... + Xgi. Prove que {X; : ¢ > 0} é um processo de Poisson homogeneo.

4.5.8 Existem cinco portas de entrada ao campus da UFMG. Pelas portas 1, 2, 3,4 e 5
entram veiculos com taxas A\; = 10 , Ay =4, \3 =4, \y = 8 e A\; = 5 veiculos por minuto
respectivamente. Calcule a probabilidade de que em 5 minutos entrem ao campus pelo menos
150 e nao mais de 200 veiculos. Aproxime essa probabilidade.

4.5.9. Considere um processo de Poisson homogeneo com taxa A.
a)Para s e t, com 0 < s < t, Calcule Cov(Xj,, Xy),
b) Calcule E(X;/Xj).

4.5.10. Considere uma maquina cujo tempo de funcionamento é exponencial com média
igual a 5000 horas. Quando a maquina falha é enviada para a oficina e o tempo de conserto é
exponencial com média igual a 100 horas. Se no instante ¢ = 0 a maquina esté funcionando,
calcule a probabilidade de que no instante t ela esteja funcionando.

4.5.11. Seja {X; : t > 0} um processo de nascimento puro. Assuma que:
P(um evento ocorra em (t,t + h]/X; = impar) = A\ih + o(h),
P(um evento ocorra em (t,t+ h|/X; = par) = A\oh + o(h).

Assuma que Xy = 0 e calcule P(X; = par).

4.5.12. a) No processo de nascimento e morte, a partir da expressdo para p,, mostre que

AoA1 Ao
Po
Hifafis

ps =

b) Suponha que

AoA1 A2 A
Hapa 3. fr
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e prove que

AoA1 A2 A1 Ay
Pry1 = Do
1o b3 .- oy o1

4.5.13. Prove que no modelo M/M/1, o tempo de permanéncia, de um usudrio, no sistems
tem distribuicao exponencial com parametro g — A.

4.5.14. Suponha que ¢(t) é a taxa de falha condicional de um equipamento no instante
t, dado que nao falhou até o instante t. Isto é, a probabilidade do equipamento falhar no
intervalo (¢, ¢+ h] dado que nao falhou até o instante t é g(t)h+ o(h) quando h | 0. Suponha
que g(t) é positiva e continua em (0,00) e encontre uma expressao para

F(t) = P(falhar em algum instante 7, 7 < t),

em termos de g(t).

4.5.15 Uma linha de produgao opera em tempo continuo ( Liga dia 2 de janeiro e desliga
30 de dezembro de cada ano). O ntimero de falhas que acontecem nessa linha de producao
segue um processo de Poisson com taxa A = 2 falhas por semana. A equipe de inspecao
visita a linha e o tempo entre visitas segue uma distribuicao exponencial com média igual a
100 horas. A linha sofre danos sérios se mais de 3 falhas acontecem sem serem detectadas.
Calcule a probabilidade de que a linha nao sofra danos sérios.

4.5.16 Processo de Poisson nao homogeneo Considere um processo de Poisson em
que o parametro A depende do tempo. Isto é, considere

P(Xt+h _Xt = 1/Xt :j) = )\(t)h+0(h)
a) Prove que a probabilidade de nao ter ocorréncia durante o intervalo (0, s] é e~ Jo Moy,

b) Prove que a probabilidade de k ocorréncias durante o intervalo (0, s] é

e fos Auw)du s MNuwdu k
Jo
k!
4.5.17 Um Modelo de crescimento linear com mortes pode ser considerado como um pro-

cesso de nascimento e morte com A\, = nA e p, = nu. Encontre a distribuicao do ntimero
de individuos vivos no instante da primeira morte.
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4.5.18. Uma central telefoonica possui m linhas de atendimento. Chamadas chegam de
acordo a um processo de Poisson com taxa A. As chamadas sdo aceitas se existir uma
linha desocupada, caso contrario elas sao perdidas. A duragdao de cada chamada é uma
variavel aleatéria com distribuicao exponencial com parametro p. Os tempos de duragao
das chamadas sao independentes. Encontre a distribuicao invariante do processo associado
a esse problema.

4.5.19 Fila opcional. Clientes chegam a uma estagao de servico de acordo a um processo
de Poisson com parametro A\. Um cliente ao chegar na estacao entra na fila com probabilidade
p se a estacao estiver ocupada. O tempo de atendimento tem distribuicao exponencial com
parametro p. Formule esse problema como um Modelo de nascimento e morte. Encontre os
parametros.

4.5.20. Processos de Poisson Composto a) O nimero de voos que chegam no aero-

porto de Confins segue um processo de Poisson com A = 10 voos por hora. O nimero de
passageiros por voo é uma variavel aleatéria com média p = 100 passageiros e desvio padrao
o = 15. Encontre o ntimero esperado e a variancia do niimero de passageios que chegam em
4 horas.
b) O nimero de acidentes sofridos pelos veiculos segurados por uma companhia segue um
processo de Poisson com A = 6 acidentes por dia. O custo por acidente é uma variavel
aleatoria com média p = R6.000,00 e desvio padrao ¢ = R1.000,00. Encontre a média e a
variancia das indeniza¢ oes pagas pela companhia durante um mes.

4.5.21. Seja (X, Y;) um processo estocastico bidimensional. {X; : ¢ > 0} e {Y; : t > 0}
sao processos de Poisson independentes com taxas A; e Ay respectivamente. No instante
t = 0 o processo estd no estado (ki, ke) com k; + ko < k. Qual a probabilidade de que o
processo encontre a reta x +y = k no ponto (ks, ky4)?
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