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Capitulo 1

Aproximacao niimerica a
probabilidade de ruina

Uma das principais ferramentas na avaliagao das carteiras de seguros é
a probabilidade de ruina da carteira.

Pela auséncia ou a complexidade de expressoes exatas para a probabili-
dade de ruina, na maior parte dos casos, deve recurrirse a formulas aproxi-
madas ou a simulacao.

Neste trabalho discutiremos alguns dos principais metodos para apro-
ximar, numericamente ou via simulagao Monte Carlo, a probabilidade da
ruina

1.1 O processo de risco

O objeto de estudo da teoria da ruina é o processo do risco R(t), ele
quantifica as reservas até o instante do tempo t > 0,

R(t) = u+ct — S(t).
Onde:

e S(t): processo das perdas agregadas,é a soma aleatéria de N (¢) inde-
nizagoes ou perdas X; > 0,

e N(t) é a frequéncia das perdas, é um processo de contagem (Poisson
homogéneo com taxa a p.ex.) que é independente das indenizagoes
X;.

e u > (: valor da reserva inicial,



e ¢: taxa dos prémios.

Para nao ter ruina certa temos que impor certas condicoes no valor de
¢, para isso vamos definir o que se conhece como fator de recarga. Seja
— k
e = EXT
Os ganhos esperados do processo de risco R(t) no intervalo (0, ¢] sao:

E[R(t) —u] =ct —ES(t) = (c — oy )t
Definimos o fator de recarga como:
_c—om
apl
Assim:
c=(1+pam

O prémio puro no processo R(t) é definido pelo valor de ES(t) = pjodt.
Os prémios tém que ser maiores que esta quantia para nao ter ruina, segundo
o principio do valor esperado. Assim precisamos p > 0.

1.2 A distribuicao da cauda integrada

Seja F' a funcao de distribuicao de X;. Se X; tem esperanca p; finita,
definimos a distribuicdo da cauda integrada como:

Fi(z) = ! /OZ F(z)dz

o

onde F(x) =1 — F(z) é a cauda da distribuicao F.
Sejam 7, = ET*, com T ~ F, entdo vale que:

HE+1
(k+1)m

T =

1.3 A probabilidade de ruina

Considere o instante da ruina definido por:
T=inf{t:t>0e R(t) <0}

Usando esta variavel aleatoria podemos definir a ruina eventual como o
evento 7 < oo. Logo a probabilidade da ruina eventual é:

Y(u) =P(1 < 0),
Também podemos definir a probabilidade da ruina em tempo finito como:
Y, T) =P <T).

Observe que a funcao ¢ (u) é decrescente, 1(0) < 1 e limy o0 (u) = 0.



1.3.1 Probabilidade de ruina: expressoes exatas

Lundberg (1926) mostrou que:
o Y(0)=2L se p>0,

c ?

e Reclamos exponenciais:

__pu
u) = e N1(1+P)7
b(u) = 5 ’

Outras férmulas exatas existem para distribuicoes cuja fungao geradora
de momentos é uma funcgao racional. Nao tem formulas explicitas para 1 (u)
no caso geral.

1.3.2 Aproximagao para a probabilidade de ruina (caudas
leves)
Aproximagao classica: Cramér-Lundberg(1930)

Seja R a solugao positiva de:

s o
h(r) :/0 (e~ 1ar() = <.
Entao: p
Jim () =
(§]
V() ~ dor(u) = %e%, u 5 o0,

Aproximacao difusiva, Hadwinger(1940)

Suponha que u é grande, p pequeno tal que u ~ p~!, quando u — oo.

Entao o processo do risco se aproxima do processo de Wiener.
Igualando os dois primeiros momentos dos dois processos obtemos:

() ~ () = e 20/

Aproximagao exponencial, De Vylder(1978)

Substituimos o processo do risco R(t) por um processo do risco R(t) que
tem os reclamos com distribuigao exponencial.
Fazemos ERF(t) = ERF(t) para k = 1,2, 3:

PR ﬁ:2u1u3p d:97u§’a
3p2’ 3u3 243
Obtemos a aproximacao:
__pu
~ = a1 (1+p) |
Y(u) = ¢pv(u) = 7 ¢



Aproximagao de Beekman-Bowers(1969)

Considere o processo do risco X (¢) = R(t) —u (i.e. u = 0), observe que:

U(w) = PlnfX(t) < —ulinf X(©) < 0)(0)

1
= (1 H)]
1+p
Onde H(u) := P(—inf;>0 X (t) < u| — inf;>0 X () > 0). Observe que
H(u) é uma distribuigdo. Sejam ug e a%{ a esperanca e a variancia de H:

1+ 1+p) (2 1—
,UH:HZ( p) ea%I:"?( p)(ﬁt:s+uz( p)>

2u1p 2p1p 142 2p1p

Substituimos H(u) com G(u), uma distribuicio Gamma com os dois
primeiros momentos iguais, e obtemos:

1 0 B'yxy—l B
Yee(u) : / e Prdy,
sl 1, ), TR

. _ 2u1p _ 1+p
Onde: § = ,LL2+((4#1H3}3#2)*#2)P €= 1+((Aprps/3u2)—1)p

1.3.3 Aproximagao para a probabilidade de ruina (caudas
pesadas)

Formula de Pollaczec-Khinchine

A férmula de Pollaczec-Khinchine é um resultado que permite represen-
tar a probabilidade da ruina pela expressao:

M
P(u) = P (ZE > u)
=1

Onde 11,75, ... i.i.d. com distribuicao Fr e M ~ Geométrica(1/1+ p).

Entao:
) = L oo< ! )nF”*()
u) = u
L+pe=\1+p !

Aproximagao de Embrechts e Veraverbeke(1982)
A probabilidade da ruina pode ser aproximada por:
1_

P(u) ~ ;Fj(u),u — 00.



Observe que se Fr tem distribui¢ao subexponencial (ver mas adiante para
uma defini¢do de distribuigdo subexponencial), entao vale que:

F¥(2) ~ 2F(2), z— o0
e a aproximacao é exata.
A convergéncia desta aproximacao é muito lenta como funcao de u.
Processo de Poisson misto

Veremos aproximagoes para ¥ (u) quando p — 0. Fazendo t = % e usando
a férmula de Pollaczec-Khinchine temos que:

lu) = 1iti <1it)nFF*(u)

n=0

Sejam A ~ exp(1) e v(t) um processo de Poisson misto com intensidade
A, isto é:
00 k
Pu(t)=k) = / o\lj')e"\tAe_Ad)\
0 .

entao vale que:

Pu(t) = k) = <1it) <1it>k,k:0,1,2,...

Usando este resultado podemos representar ¢ (u) usando o processo {S,,(t), t> 0}:

v(t)
Suwy=>_Tj, com Tjiid. com distribuicio F;
j=0

Sy(t) € um processo de Poisson misto composto e vale que:

tlirélo S,,(t)/t = nEA.

Probabilidade da ruina e o processo de Poisson misto
Considere para cada t > 0 a distribuicao de S,: Vi(z) = P(S, ) < ).
Entao vale que ¥ (u) = Vl/p(u), logo:
P(S,w/t <x)= Vi(zt) — e Tt 00

Assim:
v(x/p) — e H/T = e~ 2T/ p—0

que ¢é a aproximacao difusiva.



Vamos considerar agora uma generalizagao deste resultado. Sejam oy e
0B; e considere:

Su(t) -0
il U SN
B
Suponha que lim;_,o0 t/ay = A > 0 e limy_,o0 ¢/ = B, entao:
S, —
Pu(t) — X — AnEA — B
¢
i.e. B
‘Z&(Oét + [ix) — exp (_x+ > t—o0,x>—B
AT
logo:

_ — B
Vi(xt) =~ exp (—W)

Aproximagao exponencial, De Vylder e Grandell(1997)

Vamos usar o resultado anterior, para isso considere:
o =Elu(t)] =t B2 = Var|[p(t)] = mot + 512,

logo: A=1/m1 e B=1.

u—aq/p+ Bﬁl/ﬂ)

) = Vi) mexp (=2
p

Logo:

N N B e
Y(u) ~ bp(u) ep( 1 m)

Outras aproximagoes exponenciais

Usando o resultado anterior podemos mostrar um resultado de Lund-
berg(1964):

Vi(xt) = e /T exp (1 + (z — 7'1)2:_237)
i

logo:

P(u) =~ p(u) = e Pu/T exp (1 + (pu — 7'1);7_—:23>
1

Finalmente, usando as mesmas técnicas, Rényi(1956) mostrou que:

1 2u1pu
Y(u) = Pr(u) = meXp (—/lej_p)> .



1.4 Comparacao das aproximacoes

1.4.1 Exemplos e erro relativo

Cosideramos dois exemplos nos quais temos o valor de 1(u) exato (Gran-
dell(2000)):

1. Caudas leves, reclamos sdo uma mistura de exponenciais:

F(z) = 1-0.0039793¢ 00146312 _() 1078392¢ ~0-190206= _() 888181 5¢ ~5-5145882

2. Caudas pesadas, reclamos sao lognormais:
z 2 L,
X;~e?, Z~N(up,o01), pL = =501, or =1.8

Na comparacao usamos o erro relativo da aproximagao:

onde 94 (u) é aproximagao a probabilidade de ruina ¢ (u).

1.4.2 Exemplo: mistura de exponenciais

u | p(107%)  Pw)(107%)  Eor(u)(%)  Ep(u)(%) Ep(u)(%)  Epp(u)(%)  Epv(u)(%)
10 5 0.8897 -3.6 9.8 -1.8 3.3 -3.2
10 10 0.7993 -6.7 19.4 -1.0 4.8 5.4
10 15 0.7243 9.2 28.8 1.1 5.4 -7.0
10 20 0.6611 -11.4 37.9 4.0 5.6 -8.1
10 25 0.6073 -13.2 46.7 7.5 5.6 -9.0
10 30 0.5610 -14.8 55.1 11.2 5.5 9.6
100 5 0.7144 - 11.1 1.7 2.3 0.4
100 | 10 0.5393 - 16.7 5.0 1.2 1.1
100 | 15 0.4247 - 17.6 8.6 0.4 1.9
100 | 20 0.3455 - 14.7 12.1 -1.7 2.7
100 | 25 0.2886 - 8.9 15.1 2.8 3.4
100 | 30 0.2461 - 1.3 17.7 -3.6 4.0

Tabela 1.1: Erros relativos, distribui¢ao dos reclamos mistura de exponen-
ciais



1.4.3 Exemplo: Lognormal

u | p(107%)  Pu)(107%)  Ep()(%)  Er(u)(%) EL(uw)(%) Ee(w)(%) Epv(u)(%)
100 5 0.55074 22.7 19.1 -40.8 -3.3 -20.6
100 10 0.34395 32.8 29.7 -16.2 18.6 -19.5
100 15 0.23573 31.0 32.8 89.5 45.4 -14.2
100 20 0.17309 20.6 30.5 253.2 73.5 -8.1
100 25 0.13384 5.4 24.8 435.4 101.5 2.1
100 30 0.10765 114 17.2 599.4 128.4 3.5
1000 5 0.04199 -52.6 -45.6 65.1 48.6 55.1
1000 | 10 0.01099 -96.4 -93.3 -54.4 29.1 85.5
1000 | 15 0.00574 -99.9 -99.4 -96.1 -17.3 79.7
1000 | 20 0.00384 -100.0 -100.0 -99.8 -49.6 68.7
1000 | 25 0.00288 -100.0 -100.0 -100.0 -69.1 59.2
1000 | 30 0.00230 -100.0 -100.0 -100.0 -80.7 51.8

Tabela 1.2: Erros relativos, distribuicao dos reclamos lognormal
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Capitulo 2

Simulacao da probabilidade
de ruina (caudas leves)

2.1 Simulacao Monte Carlo: Monte Carlo direto

A situagao tipica pode ser caracterizada assim:
e Queremos avaliar z = E(Z).
e Nao existe expressao analitica para z.

e A varidvel aleatéria Z pode ser simulada e é um estimador natural
para z.

A metodologia geral, chamada de método de Monte Carlo, consiste em
usar a lei dos grandes nimeros para melhorar esta estimacao:

e Simular N cépias i.i.d Z1, Zs, ..., Zn do estimador Z.
e Estimar z por Z = W, Z é o estimador Monte Carlo de z.
e Estimar Var(Z) por $* = %>, 22 — Z2.

O resultado e um intervalo de confianga aproximado (95%) para o valor

de z dado por:
1.96s

VN

Técnicas de redugao da variancia

z+

Considere os estimadores Z e Z' de 2z, EZ = EZ’ = 2. Quando cons-
truimos os estimadores Monte Carlo correspondentes (Z e Z') precisamos
comparar ambos.

Se VarZ' < VarZ entao o estimador Z’ é melhor. Tipicamente Z' é uma
modificacao do estimador Z que tem varidncia menor.

11



Principais técnicas de redugao da variancia

e Redugdo Analitica:
z= f(z)dz + f(z)dx = 61 + 0
Dy Da

Se 61 é conhecido, fazemos Monte Carlo do 65.

o Amostragem Estratificada:
Usamos Z1 = Zlp, e Zy = Zlp,.

o Covaridveis:
Suponha que X é facil de simular. Considere Z' = Z — b(X — EX),
com b = Cov(Z,X)/Var(X).

e Monte Carlo Condicional: Suponha que simulamos N copias de X e
avaliamos 7' = E[Z|X].
Observe que E[Z'] =z e

Var[Z] = Var[E[Z|X]] + E[Var[E[Z| X]],

logo:
Var[Z'] < Var|Z].

O Monte Carlo condicional sempre reduz a variancia.

e Amostragem por importincia:

Suponha que existe uma medida de probabilidade P e que existe uma
variavel aleatéria L tais que:

2»=EZ=EZL.

considere Z’' = ZL na probabilidade P.

ar

Definimos a variavel L como: L = i

A reducdo da variancia depende da escolha de P.

Escolha 6tima de P: seja P tal que dP/dP = Z/z, e L = z/Z entao:

Var(LZ) = B(LZ)? — [B(LZ)]? = 1@:[22222] - E[%Z]Q =2 2=0.

para este candidato para P precisamos o valor de z.

12



2.1.1 Simulacao de eventos raros: ruina como evento raro

O evento A é chamado evento raro se P(A) é pequeno. Consideramos

eventos do tipo:
A(u) = {r < 00, R(0) = u}.

Queremos estimar z(u) = P(A(u)), e queremos valores de z(u) — 0 quando
u — 00.

O problema com os anteriores métodos é o seguinte.

Seja z(u) = P(A(u)), onde P(A(u)) é pequeno (=~ 1073). Considere o
estimador Z(u) = I4(y), ele tem variancia:

02 =2(1-2)—=0, z—0.
Observe que a precisio relativa do estimador Z = Z(u) definida por:

oz (1 —2) 1
Logo se o intervalo de confianca é da ordem 10~% e o valor pontual do
estimador Monte Carlo é Z(u) ~ 107° entao o valor real de z(u) pode ser
muito menor.
Considere um nivel de significancia do 10%, entdo 1,9607/(2v/N) = 0.1,
logo: N ~ 100(1.96)2/z — oo se z — 0

Eficiéncia dos estimadores

Vamos definir alguns conceitos relativos a eficiéncia dos estimadores que
serao de utilidade na avaliagao dos estimadores.

e Erro Absoluto: |Z(u) — z(u)|.

o FErro Relativo:

e Z(u) é um estimador de z(u) com precisio (relativa) (e,0) se

G

e Usando o Teorema Central do Limite:
Z(u) — z(u)

<€) - P( v/ Var(Z(u))
0p [ _FWVN
Var(Z(u))

13
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e O coeficiente de variagdo quadrdtico de Z(u) é:

() = Var(Z(u)) .
[EZ()?

e Se rk(u) = ¢, u — 00, entao:

ez(u)vVN L evVN)
2@( Var(z(u))) b= 2@( ﬁ) !

@*1(1—5/2)\/N

_ 2 _
Onde v = (M) e ¥ > 1, logo Z(u) é um estimador com

€

precisao (e, 0).
o O Eficiéncia logaritmica
— Para que seja Z(u) seja eficiente basta que:

) Var(Z(u))
hﬁgp W < 00.

— Na pratica somente é exigido que seja logaritmicamente eficiente:

.. . |logVar(Z(u))]
lim inf > 2.
u—=co | log[EZ(u)]|

— No caso Z(u) = I, temos que a precisdo relativa é da ordem
1

2(u)

— 00, logo nao ¢ eficiente.

2.2 Simulagao via mudanca de medida exponen-
cial: caudas leves, propriedades

2.2.1 Indenizacoes individuais de cauda leve
Processo classico do risco

Considere o processo cldssico do risco :
Nt
R(t)=u+ct— ZXZ"

e u > (: valor da reserva inicial,

14



c: taxa dos prémios

e N: processo de Poisson homogéneo (\)

{X;}?2,: valores das indenizacoes individuais (sequéncia i.i.d.)

{Xi}2, e N independentes

Estimador eficiente para o processo classico de risco

Seja S(t) = vaztl X; o processo das perdas agregadas, e o evento ruina
[R(t) < 0] = [S(t) > u|. Definimos o coeficiente de Lundberg da seguinte
maneira. Seja X ~ X; (X ~ Fy). Se existir solu¢ao r = R > 0 de

AMMx(r)—1) =cr,
(coeficiente de ajuste ou expoente de Lundberg), entao existe P sob a qual
e R(t) é um processo classico de risco tal que:
— N: processo de Poisson homogéneo (A = AMx(R)),
— X ~ X@) com fxw(z) = %fX(QU%
o P(r(u) < 00) =1,

e Entao Z1(u) = exp(—RS;(,)) ¢ um estimador para a probabilidade de
ruina com erro relativo limitado.

Algoritmo para a mudancga de medida exponencial

e Calcular R. Calcular Mx(R), AL.
e Fazer S =0
e Repetir

— Gerar X ~ fyw), T ~ exp(Ar)
- S=5+X—-T.

Até S > u.

e Retornar z = efts.

15



2.3 Valor das indenizacgoes individuais com distri-
buicao exponencial

Modelo inicial:

e Indenizagoes individuais: X ~ exp(f)
e N: processo de Poisson(\)

e Expoente de Lundberg: R = — %
Modelo transformado:

e N: processo de Poisson(\r), A\, = fe
e Indenizacdes individuais: X ) ~ exp(%)

Probabilidade exata da ruina:

16



2.3.1

Indenizagoes individuais com distribuicao exponencial:

exemplo com A=1,c=1,5=5,N =100

u Ya(u) P(u) Eabs  Erer (%)
0 1.919380e—01 2.000000e—01  8.061975e—03 4
5 4.313748e—10 4.122307e—10 1.914406e—11 4.6
10 8.205074e—19  8.496709e—19  2.916349e—20 3.4
15 1.758248e—27 1.751302e—27  6.945544e—30 0.4
20 3.104129e—36  3.609703e—36  5.055740e—37 14
25 6.931708e—45  7.440152e—45 5.084443e—46 6.8
30 1.495027e—53 1.533530e—53  3.850222e—55 2.5

Probabilidades de ruina exata e estimada

0.05
1

e

— Probabilidade exata
* Probabilidade estimada

e —— e —— o —

17



2.3.2

Indenizagoes individuais com distribuicao exponencial:
exemplo com A =1,c=1,4=5 N = 1000

u Ya(u) ¥(u) Eabs  Erer ()
0 2.037498e—01 2.000000e—01  3.749819e—03 1.9
5  4.223998e—10 4.122307e—10 1.016912e—11 2.5
10 8.696367e—19 8.496709e—19 1.996586e—20 2.3
15 1.757999e—27 1.751302e—27 6.697147e—30 0.38
20 3.477161e—36 3.609703e—36 1.325418e—37 3.7
25  7.715778e—45  7.440152e—45 2.756257e—46 3.7
30 1.496908e—53 1.533530e—53  3.662112e—55 24
Probabilidades de ruina exata e estimada
* Probabilidade estimada
_\*
Sl
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
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2.4 Mistura de exponenciais como valor das inde-

nizacoes individuais

Modelo inicial:

o fx(z)=3e3"+ 1™ x>0

e \=3,c=1

e R=1

Modelo transformado:

e \; =14

o fP(@)= 2272 4 T6e 6% &> 0

Probabilidade exata da ruina:
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2.4.1 Mistura de exponenciais como valor das indenizagoes

individuais: exemplo com N = 100

u Ya(u) Y(u) Eabs  Eret (%)
0 7.290401e—01 7.142857e—01 1.475435e—02 2.1
5 4.365054e—03 4.620307e—03  2.552524e—04 5.5
10  3.001582e—05 3.113138e—05 1.115560e—06 3.6
15 2.127186e—07 2.097616e—07  2.957034e—09 1.4
20  1.454649e—09 1.413362e—09 4.128628e—11 2.9
25 9.999794e—12  9.523162e—12 4.766321e—13 5
30  6.132431e—14 6.416656e—14  2.842243e—15 4.4

Probabilidades de ruina exata e estimada

0.7

/

— Probabilidade exata
= Probabilidade estimada

n
< ‘—\
© AN
[s2] N
\
o .
o \‘
S~
- I~
o ’\*
T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
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2.4.2 Mistura de exponenciais como valor das indenizagoes

individuais: exemplo com N = 1000

u Ya(u) Y(u) Eabs  Eret (%)
0 7.231280e—01  7.142857e—01  8.842272e—03 1.2
5 4.675697e—03 4.620307e—03  5.539053e—05 1.2
10  3.104114e—05 3.113138e—05 9.024227e—08 0.29
15 2.102562e—07 2.097616e—07 4.946155e—10 0.24
20 1.387603e—09 1.413362¢e—09 2.575964e—11 1.8
25 9.584429e—12  9.523162e—12 6.126732e—14 0.64
30  6.366750e—14  6.416656e—14  4.990534e—16 0.78

Probabilidades de ruina exata e estimada

0.7

o

— Probabilidade exata
= Probabilidade estimada

© | \
o
< | -
IS \\
g AN
‘. N,
o \‘
S~
- ~
o .,
T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0
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2.5 Valor das indenizagoes individuais com distri-
buicao Gamma

Modelo inicial:
e X ~ Gamma(1/2,1/2)
o R— p—3++/(1+p)(9+p)

A(1+p) v p=5-1

>0

Modelo transformado:

o A\, =A(1+pR)

o X ~ Gamma(1/2,1/2 — R)

Probabilidade exata da ruina:

_ p(1—2R)eRu +o00 21/2e—(z+1)u/2
V() = Smpern T prnraeerapa
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2.5.1

Valor das indenizagoes individuais com distribuicao

Gamma: exemplo com A=1,c=2e N =100

Ya(u)

¥(u)

E.bs

Erel (%)

10
15
20
25
30

4.994922e—01
9.880379e—02
2.013311e—02
4.116900e—03
8.138207e—04
1.850911e—04
4.196055e—05

5.000000e—01
9.630627e—02
2.038620e—02
4.341783e—03
9.257388e—04
1.974348e—04
4.211039e—05

5.078360e—04
2.497518e—03
2.530906e—04
2.248829e—04
1.119181e—04
1.234367e—05
1.498417e—07

0.1
2.6
1.2
5.2
12
6.3
0.36

Probabilidades de ruina exata e estimada

0.35
1

— Probabilidade exata
* Probabilidade estimada
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2.5.2

Indenizagoes individuais com distribuicao Gamma: exem-

plocom A=1,c=2e N = 1000

u Ya(u) Y(u) Eabs  Eret (%)
0 4.560040e—01  5.000000e—01  4.399600e—02 8.8
5 9.612702e—02 9.630627e—02 1.792577e—04 0.19
10 1.995076e—02  2.038620e—02  4.354396e—04 2.1
15 4.214910e—03  4.341783e—03  1.268723e—04 2.9
20 9.556930e—04  9.257388e—04  2.995424e—05 3.2
25  1.967673e—04 1.974348e—04 6.674376e—07 0.34
30  4.001175e—05 4.211039e—05 2.098646e—06 5

Probabilidades de ruina exata e estimada

=
[rs J I
i N - Probabilidade exata
\ * Probabilidade estimada
0 N
< 4 *
o ‘\
o -
<l: —
3 N\
© N\
(V? —
o N
N,
o NS
a4 N
e \ .
8 - A
e T~
~

o -
N <
S N S

T T T T T T T

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
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Capitulo 3

Simulacao da probabilidade
de ruina (caudas pesadas)

Neste capitulo consideraremos estimadores Monte Carlo para distribui-
¢oes com cauda pesada.

3.1 Exemplos

Alguns exemplos de distribuigoes com cauda pesada:
1. Lognormal: e#*t°% 7 ~ N(0,1)

1 2 2
— —(Inz—p)*/(20%)
/() vV 27703:6

2. Weibull: ,
Flz)y=e™, 0<p<1

O tipo de distibuigoes com cauda pesada que iremos considerar sao as cha-

madas de varia¢do regular (com indice —a) se:

xe
onde L tem wartacdo lenta se:

L(xt)

T

— 1, x — oc.

Por exemplo sao de variagao regular:
e Pareto,
e Distribuigoes estaveis,

e Loggama.
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3.2 Distribuigcoes subexponenciais

Uma clase de distribui¢oes de variacao regular é formada pelas distibui-
¢oes subexponenciais que definiremos a seguir.

3.2.1 Definigcao

Seja F' uma distribuigao no [0, 00) e sejam Xi, Xo,... i.i.d. com distri-

buicao F. F € S, a classe das distribuicoes subexponenciais se:
PXi+Xo+...+ X, >x)

I -
60 P(X| > z) "

(E suficiente n = 2:)

P(max(Xy, Xo,...,Xp) > ) ~nP(X; > x).

Isto significa que o inico modo de que a soma seja grande é que algum dos
somandos seja grande.

3.2.2 Algumas propriedades

Uma propiedade til das distribui¢oes subexponenciais é que:

F
lim M = 1, uniformemente sobre y < yo.

No contexto da probabilidade da ruina:

b = Plr <o0) ~ - [ " Fly)dy

sempre que fxoo F(y)dy tem cauda subexponencial. Isto equivale (em
geral) a que F € S

3.2.3 Uma classificagao

A classe S pode ser dividida entre as distribui¢oes de variagao regular
(VR) e o resto (Sg).
No contexto de Valores Extremos, F' € MDA (H) (Mazimo Dominio de
Atragdo de H) se existem constantes a,, b, tais que:
an(max(Xy,. .., Xn) — by) 5 H

Observe que se F' € S entao tem suporte ndo limitado, logo H ~ A
(Gumbell) ou H ~ @, (Frechet)
Assim temos dois casos:

1. Se H ~ ®, entao tem variacao regular (com indice a).

2. Se F € Sg entao F € MDA(A)

No que segue vamos considerar somente o primeiro caso
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3.2.4 Resultado limite na cauda:

Seja Y com distribuigdo F' € S e seja y(x) = E[Y —z|Y > z] o tempo de
vida residual.
Vale que:

V—ua _ Flz+y(@)
P(v(w) >W>””>‘ Py L Ve>)

o V, é Pareto se F' € MDA(®,).

e V,, é Exponencial se F' € MDA(A).

3.2.5 Caracterizacao do instante da ruina

Considere S, = X1 + ...+ X,, X; € §. O evento {S,, >z}, com x
grande, acontece como conseqiiéncia de um grande salto.

Qual é a distribuigao condicional de S,, condicionada a S,, > x:P*(€ -) =
P(S, € -|Sp > x)?

Se FF € MDA(H), entao a P*-distribuigdo de 7(x)/~v(x) converge em
distribuigao a V,/p. Onde 7(z) = inf {n > 0: S, > z}. (Asmussen e Kliip-
pelberg(1996))

3.2.6 Taxa de falha

Considere A\(z) = f(z)/F(z) a taxa de falha e A(z) = [ A(y)dy a fungio
da taxa de falha.
f(a) = Ma)e 2@
Se X tem uma taxa de falha decrescente, entao uma condicao necessaria
e suficiente para que X € S é que:

lim M)W =A@) g = 1

U—r 00 0

(Pitman(1980)).

27



3.3 Algoritmos Monte Carlo Condicionais para es-
timar ¢ (u), na classe S

3.3.1 Monte Carlo condicional I

Vamos considerar os seguintes estimadores Monte Carlo:

1. Monte Carlo direto:
Zyvep(u) = Iis, s
2. Monte Carlo condicional (I), condicionando em relagao a X1, ..., Xp_1:

ZMcc(u) =P (Sn > U|X1, . ,Xn_l) = F(u — Sn_1)
Observe que Zyrcc(u) tem menor variancia que Zyrop(u). Mas Zyroo(u)
tem a sua variancia da mesma ordem do que Zy/cp(u) pois:
EZycc(u)? > E [Fu(z — Sp-1)% X1 > u] = P(Xq > u) = F(u)
E se X1 > u entao S,_1 > u.
3.3.2 Monte Carlo condicional IT: Asmussen e Binswander(1997)

Condicionando em relagao a X(q),. .., X(,—1) temos que :

Zyceo(u) = P(Sy>ulXqy,..., Xn_1)
F((u — no1) V X(n-1))
F(Xn-1))

Onde S;_; = X(l) +...+ X(n—l) =5, — X(n)
Para ver isso observe que:
F(X(n—l) V u)
P (X(n) > u]X(l), .. 7X(n—1)) = m

Logo:

P (S, >ulXqy, .., Xm-1))
= P(S;_ 1+ Xy > ul Xy, - ,X(n_l))
= P (X >u—S Xy Xae))
F(lu—=8:_1) VX 1)
F(X(n-1))

Teorema (Asmussen e Binswander(1997)):
Suponha que F(x) = L(x)/x%, (o > 1), com L(z) de varia¢ao regular.
Entao Zyopo(u) € logaritmicamente eficiente.
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3.3.3 Monte Carlo Condicional ITI: Asmussen e Kroese (2004)
Se My = maz(Xi,..., X)) entdo:

P(S, > u) =nP(S, >u, M, = X,)
Podemos considerar o seguinte estimador:
Zycop(u) = nP(Sy, >u, M, = X,|X1,...,Xn-1)
= nF(Mu_1V (u—Sp_1))
Sob certas condigoes para N e para L (no caso de variagao regular),
Zycop(u) = NF(My_1V (u— Sy_1)),

tem erro relativo limitado.
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3.4 Algoritmos Monte Carlo com amostragem por
importancia para estimar ¢ (u), na classe S
3.4.1 Funcao de importancia

Suponha que f é a densidade de F. Queremos construir uma densidade
com a cauda muito pesada, e suponha, também, que F(x) ~ ¢/logx Agora
defina:

n
h(z) = { w(loga)?? ¥ 70
vg(x), 0<z<a.

onde a > e, n > 0, g é uma densidade e:

/0 h(m)d:c:n/a x’l(loga:)’2da:+7=$+’y:1

Com a condigdo: a distribuicio K con densidade k(z) = f2(x)/ch(x)
com ¢ = [ f2/h é subexponencial e K<"%6F?.

No caso Weibull basta h(z) = (a — 1)(1 + z)* com «a € (1,00)
3.4.2 Amostragem por importancia I
Dois estimadores. Asmussen, Binswander, Hojgaard(2000)

E possivel definir dois estimadores usando as técnicas de amostragem
por importancia:

1. Seja:
f(Xq)
Z =—2]
l(u) h(Xl) {Sn>u}
com X1 ~heXo,....Xo~F.
Mas:
EZ} (u)

logo nao é assintoticamente eficiente.

2. Considere agora:

Zs(u) é logaritmicamente eficiente.
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3.4.3 Amostragem por importancia II: Perturbacao da taxa
de falha

Densidade perturbada, Juneja e Shahabuddin(2002)

Usando o teorema de Pitman, perturbamos a taxa de falha:
AMz)=Az)(1-0), 0<0<1
E obtemos a seguinte densidade perturbada:
Fle) = Ma)e A0 = fy(a) = A(w)(1 = g)e i (1=

No caso Pareto:

fw =Y s g = G0

Considere:

Z1(u) = (X0 fe(Xn)I{S">“}

Temos que Z;(u) é logaritmicamente eficiente para estimar P(S,, > u)

mas Zj(u) ndo é logaritmicamente eficiente para estimar P(Sy > u).
Deslocando a densidade perturbada temos que:

5 (@) f(@), 0<z<a%(u)
z*(w)\T) = F(z* (u *
62" () ?b((i*((ll?))) f@(-%'); r>x (u)

No caso Pareto:

o — 202u

1/(1—a)
= = > , a>0,b> 0 constantes.
a

Considere:

X X))
fG,x*(u) (Xl) f@,x* (w) (XN> {Sn>u}

Temos que Za(u) é logaritmicamente eficiente para estimar P(Sy > u).

Z2(U) =
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3.5 Implementacao de Monte Carlo condicional

3.5.1 Erros relativos dos estimadores: X ~ Pareto, a =3/2, N =

10000, p = 0.25

u MCD(u) MCCu) MCEO(u) MCCP(u)

0 0 0 0 0.6

5 2 0.79 0.76 0.95

10 2.5 1.1 0.96 1

50 4.1 1.9 1.5 1.1

100 5 24 1.7 1.1

500 7.8 3.8 2.1 1

1000 9.6 4.6 2.1 1

3.5.2 Erros relativos dos estimadores: X ~ Pareto, a =3/2, N =

10000, p = 0.5
u MCD(u) MCC(u) MCEO(u) MCCP(u)
0 0 0 0 0.94
) 1.6 0.86 0.82 1.3
10 2 1.2 1.1 1.4
50 3.3 2.2 1.7 1.5
100 4.1 2.7 2 1.5
500 6.2 4.3 2.6 1.5
1000 7.6 5.3 2.7 1.5

3.5.3 Erros relativos dos estimadores: X ~ Pareto, a =3/2, N =

10000, p = 0.75

u MCD(u) MCC(u) MCEO(u) MCCP(u)

0 0 0 0 1.3

5 1.1 0.7 0.68 1.6

10 1.3 0.97 0.9 1.7

50 2.2 1.8 1.5 1.9

100 2.8 2.2 1.8 1.9

500 4.2 3.6 2.5 1.9

1000 5.3 4.5 2.8 1.8
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3.5.4 Erros relativos dos estimadores: X ~ Pareto, a =5/2, N =

10000, p = 0.25
u MCD(u) MCCu) MCEO(u) MCCP(u)
0 0 0 0 0.61
5 5.9 3 2.5 1.7
10 9.4 4.8 3.5 1.6
50 33 16 5.8 1.1
100 43 28 2.3 1.1
500 139 103 2.1 0.99
1000 196 0.038 2.6 0.98

3.5.5 [Erros relativos dos estimadores: X ~ Pareto, a =5/2, N =

10000, p = 0.5
u MCD(u) MCC(u) MCEO(u) MCCP(u)
0 0 0 0 0.94
) 4.2 3 2.6 2.3
10 7.1 5 3.8 2.5
50 23 18 5.2 1.9
100 51 30 9.5 1.6
500 196 96 3.2 1.4
1000 196 0.69 3.4 1.4

3.5.6 Erros relativos dos estimadores: X ~ Pareto, a =5/2, N =

10000, p = 0.75
u MCD(u) MCC(u) MCEO(u) MCCP(u)
0 0 0 0 1.3
) 2.5 2.1 2 24
10 4 3.4 3 3
50 15 13 6.9 3.1
100 27 25 8.8 24
500 139 86 4.2 1.8
1000 149 5.8 1.7
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