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Tabela 2 x 2: Exemplo

Exemplo: Fischl et al. (1987) publicaram o primeiro relato de um
ensaio clinico que comprovou a eficacia da Zidovudina (AZT) para
prolongar a vida de pacientes com AIDS. O estudo teve a duracao de
oito semanas.

Os dados centrais do trabalho estdo na tabela a seguir:

Obito
Grupo | Sim Nao | Total
AZT 1 144 | 145
Placebo | 16 121 | 137
Total 17 265 | 282

Existe evidéncia da eficacia de AZT?



Tabela 2 x 2: Exemplo AZT

@ Proporgao por grupos

Obito
Grupo | Sim Nao | Total
AZT 0,7 99,3 | 100%
Placebo | 11,7 88,3 | 100%




Exemplo AZT: Grafico de Barras

_ B AZT
O Placebo

1.2

1.0

0.6 0.8
|

0.4

0.2

0.0
L

Sim Nao



Exemplo AZT: Grafico de Tijolos
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Exemplo AZT: Grafico de Espinha
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Teste de Independéncia

@ Hipodteses a serem testadas:

@ Hy: Nao existe associacao entre as variaveis (sao independentes);

e Hj: Existe Associacao (sao associadas).

@ Exemplo: Teste de igualdade de proporgdes:

o AZT: uma morte em 145 casos (0,7%);

o Placebo: 16 mortes em 137 casos (11,7%).



O que significa dizer que duas variaveis sao associadas?

@ Associacao Perfeita

Tabela: Exemplo de Associagao Perfeita.

1 Variavel Y

Variavel X 2 Totais
1 50 0 50
2 0 50 50

@ Independéncia
Tabela: Exemplo de Independéncia.

Variavel X 1 Variavel Y 2 Totais
1 25 25 50
2 25 25 50




Sob a hipotese de independéncia quanto ESPERAMOS para cada
casela?

@ a proporgao de mortes é igual em ambos 0s grupos.
@ Para o grupo AZT

x/145 =17/282!l1 — x = 8,74
@ Para o grupo Placebo

x/137 = 17/28211l — x = 8,26

@ Podemos utilizar a estatistica qui-quadrado?



Notacao: Valores observados

Variavel X 1 Variavel Y 2 Totais
1 Ny P Ny
2 Noq Noo Ny
nyq ngo n

2
My = va = 1 + N2 (linha)
=

2

Niy =Y Ny =ny +np  (coluna)
P



Esquemas amostrais

Tabela: Valores observados - Notacao

X 1 Y 2 Totais

1 ny1 N2 Ny

2 Noq Noo Nay
Ny Ny2 n

@ Produto de duas Binomiais: (ny,, n2) ou (ny1, n,») fixos;
@ Multinomial: n fixo;

© Produto de quatro Poissons: Nada foi fixado.



Ou em termos de probabilidades (produto de binomais e multinomial):

Tabela: Valores observados - Notacao

Linha (x) 1 Colunaly) 5
1 T11 T12 T4
2 o1 22 Toy
1 T2 1

i =P(X=1,Y=1)

Ou seja, Y é aleatorio para o nivel fixo X = 1.



Produto de binomiais - ny_, n>, fixos

Exemplo: Estudos caso controle, coorte, experimentais.

X e Y nao estao associados significa que:

Ho = m(1y1 = m(2)1 (= 741)

Ou seja, mesma probabilidade de Y = 1 para os dois niveis fixos de
X =12

n1 + N4 no n2+ Noq Noo
p(M1, N21 |4y, Nay) = <n11>7r(1)177(1)2 X Nox T2)17(2)2



Multinomial - n fixo

I 2 2
p(ni1, M2, N21|N) = ;HHWW
b) b
n11!n12!n21!n22! i1 1 U

A auséncia de relacdo de X e Y em termos probabilisticos significa a
independéncia muatua entre X e Y

H027T,‘]':7T,'+7T+j I'7j:1,2.

Exemplo: Estudo transversal.



Produto de Poissons - nada fixo

Exemplo: Coleta de insetos em dois tipos de armadilhas divididos por
sexo em um intervalo de tempo fixo.

2

p(Ni1, M2, Noq, Nog) = HH

i=1j=1

e “’/ull

X nado esta associada a Y significa que a prop. de (1,1) é a mesma

de (1,2). Ou seja,

11 21 1
HO::U’ _:u‘ (:HJr)

Ha4 2+

, emaque i1 = pa1 + pe2



Estatistica de Teste: Qui-Quadrado

/\

2

2 2 (n,—E
=S ot e

i=1 j=1

Encontrando os Valores Esperados E.
@ Produto de Binomiais:

= ~ N1y
T(A)1 = T(2)1 = T+1 Ey1=ngmy = —
© Multinomial:
~ = N ~ o~ n-nig-Nyj NNy
WU:F E,'j'=n71','j:n71','+7r+j: 2 = n

© Produto de Poissons:

Fptbe Ny - My
Eyy = firy = &
i n




Graus de Liberdade v

v: nimero de parametros do modelo (v) — nimero de parametros
estimados sob Hy(vo)

@ Produto de Binomiais: y =2 e vg = 1
@ Multinomial: y=3ev =2

© Produto de Poissons: vy =4e v =3



Teste qui-quadrado: Exemplo do AZT

@ dados < —matrix(c(144,121,1,16),nc=2)
@ Qp< —chisq.test(dados,correct=F)

e Qp
Pearson’s Chi-squared test
data: dados X-squared = 15.0167, df = 1, p-value = 0.0001066



Funcao de Verossimilhanca: Modelo Multinomial

= (711, T2, T21)

emo =1 —my1 + T2 + 24

2 2
n! n
L = — b
() Ny1!N121N21 2o HHW”

i=1 j=1

H027T,']':7T,'+7T+j I'7j: 1,2.

Tjj = — E,'/'=7"f','/':7T,'+7T+/'



Teste da RV: Modelo Multinomial

L(7°)
L(7)

G? = —2log = 2(I(7) - I(7°))

2ZZn,,|og< )

i=1 j=1

Obs. Podemos mostrar que G° é o mesmo para 0s outros dois
desenhos: produto de binomais e produto de Poissons.



Teste Razao de Verossimilhancas: Exemplo do AZT

@ Dados: entrada por linha.
@ Teste RV: gim.out < — glm(freq grupo+obito, family=poisson)
@ TRV = deviance residual = 17,73.

@ 1-pchisq(gim.out$deviance, 1) = 2.545799e — 05 (0,000025).



Exemplo

O Prof. Fernando Milton do Depto de Ortopedia da Faculdade de
Medicina da UFMG em sua tese de doutorado estava interessado em
entender o efeito de possiveis tratamentos médicos no primeiro ano
de vida de criancas e a sua locomog¢ao mais tarde.

Uma de suas perguntas foi colocada nos seguintes termos:

X: dificuldade de flexdo da perna direita
Y: recebeu injegao na coxa direita no 1° ano de vida

Estudo coorte retrospectiva - total: 200 criangas - 180/20: produto de
duas binomiais.



Exemplo
Y: Dificuldade de Flexao
X (injecao) Sim Nao Total
Sim 11 (55%) 9 20
Nao 14 (8%) 166 180
Total 25 175 200

Existe associacao entre X e Y?



Exemplo Flexao: Grafico de Barras

B Inj. Sim
O Inj. Nao

1.2

1.0

0.8
1

0.6

1

0.4

1

0.2

0.0

Flex: Sim Flex: N&o



RV: Exemplo
Y: Dificuldade de Flexao
X (injecao) Sim Nao Total
Sim 11 9 20
Nao 14 166 180
Total 25 175 200
Ey1=%825-25 E;p=175

-

—1 /:1

2

=233 n

n..
i Iog(E—”) = 24,79 = valor-p = 6,4e — 7.
ff

i=1 j=1
Obs: Eﬁ =25<5

/\

/

Ep1 =22,5 Eopp =157,5

2 2
)P (5~ Bi)* _ 36 7 - valorp—1,4e - 9



Teste qui-quadrado: Observacoes

@ Teste de Homogeneidade: produto de binomiais (Aproximacao
Normal)
(1)1 — T(2)t
Var( =70)((1/my) + (1/n2y)’
sob Hp tem uma distribuicdo N(0,1) e 7,1 = n¢/n. Podemos
mostrar que X? = Z2.

Z =

@ O teste qui-quadrado para tabela 2 x 2 pode ser escrito como:
n(ny1Ns — Ny2np1)?
My Nany2zy
@ Existe uma corregao de continuidade para a estatistica
qui-quadrado.

X2 =

2
(I

w2 _ N(m1nz2 — manai| -0, 5n)? Ty nj — Ej| — 0,5)2

c
M NNy E,/

i=1 j=1



Testes qui-quadrado e razao de verossimilhancas: Observacoes

@ A aproximacgao € valida para a distribuigao qui-quadrado se todas
as frequéncias esperadas forem maior que 5.

@ O que fazer quando a aproximagao nao é adequada?

o Computacionalmente intensivos: Monte Carlo;

o Exato de Fisher.

@ Medidas de Associacdo: Razao de Chances e Risco Relativo.



Simulacao de Monte Carlo

E possivel desenhar a verdadeira distribuicdo de x? fazendo um
histograma dos 2000 valores observados de x2, ...., X300

@ Produto de duas binomiais;
@ Sob Hy : X ~ bin(n,7.1);
@ Gerar 2000 realizagbes de MC;

@ Cada realizagao de MC consiste em gerar duas binomiais:
bin(ni+, ny1/n) (primeira linha) e
bin(nz, ny1/n) (segunda linha).
Desta forma, temos a tabela observada para cada amostra MC.
Para a -&si | 2

ara a j-ésima tabela temos ; #X,? > X2

2000

valor-p =

@ O mesmo procedimento pode ser feito para o TRV.
Exemplo: Dr. Fernando Milton: X2 = 36, 698, valor-p = 5e — 05.



Teste Exato de Fisher: Motivacao

Uma senhora inglesa afirma que pode identificar o que foi colocado
primeiro (cha ou leite) em uma xicara de cha preto.

Tabela: Valores observados no estudo original.

Chute do que foi colocado 1°

Colocado 1° Leite Cha Total
Leite 3 1 4
Cha 1 3 4
Total 4 4 8

Podemos confirmar que a senhora inglesa pode realmente afirmar o
que foi colocado primeiro na xicara?



Teste Exato de Fisher: Hipergeométrica - n, = (ny4, o, N1, n42)
fixos

Y = 14724
T42T 41

”1+) . (’72+) R IGE
(nn 21

2o () () V!

Sob a hipétese de independéncia: ¥ = 1

p(ni|ny, V) =

() (1)
(ny)

que tem uma distribuigao hipergeométrica (n, ny,, n+).

P(n11]n*,\ll = 1) =



Teste Exato de Fisher: Motivacao

Teste exato de Fisher: valor-p € a soma dos resultados menos
favoraveis ou igual ao do observado.

Tabela: Valores observados

Chute do que foi colocado 1°

Colocado 1° Leite Cha Total
Leite 3 1 4
Cha 1 3 4
Total 4 4 8

valor-p = 2(0,229+0,014)= 0,486

Exemplo: Dr. Fernando Milton: valor-p = 1e — 06.



Resumo dos Resultados: Exemplo Dr. Fernando Milton

Teste Estatistica Teste Valor-p
X2 36,70 1,38e—-9
X2 32,51 1,19¢—-8
G? 24,79 6,39e—-7
Monte Carlo 2e—5

Fisher 1,01e—6




Medidas de Associacao

@ Medidas de Associagao

e Estudos Transversais: razao de prevaléncias ou razao de chances
e os respectivos intervalos de confianga.

e Estudos Longitudinais: usualmente risco relativo ou razao de
chances e os respectivos intervalos de confianga.

o Diferenga de propor¢des (menos utilizado).



Medidas de Associacao: Risco Relativo

@ Produto de binomais.

@ Orrisco relativo (RR) é a probabilidade que um individuo do
grupo 1 ter o evento relativa a probabilidade de que um individuo
do grupo 2 desenvolver o evento. Risco Relativo

_ Ty
(2)1

RR



Razao de Chances

@ Qualquer desenho amostral.

@ A razao de chances (RC) é a chance de evento (“desenvolver a
doencga”) entre individuos do grupo 1 dividido pela chance de
evento entre aqueles do 2.

Razao de Chances

7T(1)1/(‘I —7T(1)1)

RC =
m(2)1/(1 = T2)1)




Risco Relativo e Razao de Chances

@ AR ~ 1 = nao existe associagao entre X e Y.

@ RR >> 1 = aumenta o risco de Y = 1 entre aqueles em que
X =1 comparado com X = 2.

@ RR << 1 = aumenta o risco de Y = 1 entre aqueles em que
X = 2 comparados com X = 1.



Retomando o exemplo do AZT

@ Exemplo: Fischl et al. (1987) publicaram o primeiro relato de um
ensaio clinico que comprovou a eficacia de zidovudina (AZT) para
prolongar a vida de pacientes com AIDS. O estudo teve a duragao

de oito semanas.

Os dados centrais do trabalho estdo na tabela a seguir:

Situacao
Grupo | Morto Vivo | Total
AZT 1 144 | 145

Placebo 16 121 137
Total 17 265 | 282




Risco Relativo e Odds Ratio

]
— 1/145
16/137 ’
1/,\ o 1

@ Orrisco de 6bito para os pacientes com AIDS do grupo placebo é
cerca de 17 vezes o risco daqueles do grupo AZT.

@ Observe que o0 RR nao é simétrico. Ou seja,

== oA 144 /145
RR(sobrevivéncia) = 121/137 ~ 1,12
O risco de sobrevivéncia entre os pacientes do grupo AZT € 1,12

vezes o risco daqueles do grupo placebo.



Risco Relativo e Odds Ratio

@ Exemplo:
— 1x 121
1/RC ~ 19

@ A chance de morte para os pacientes com AIDS do grupo placebo
€ cerca de 19 vezes a chance daqueles do grupo AZT.

@ A RC é uma medida de associacao simétrica.

@ Ou seja, RC ¢ invariante a mudanca de linhas ou colunas.



IC para RR em Coorte (ny, no, fixos)

o Intervalo de confianca assintético para o RR: baseado no
log [RR]. A convergéncia para a normal € mais rapido na escala
logaritmica.

@ A variancia assintética € obtida usando o método delta.

1 1 1 1

Var(log[R/\R]):Tﬁ_K—i_Tg_E

@ Um intervalo de confianga de 95% para o RR € obtido por:

exp (Iog [RR] £ 1,96 x 1/ Var(log [RAR])) .



IC para o Risco Relativo

@ No exemplo do AZT, temos RR ~ 17, logo
log [RR] = log [17] = 2,83

5 N 1T 1 11
Var(log [RR]) = T—m—kﬁ 137 = 1,048.

Um intervalo de confianga de 95% para In [OR| é obtido por

exp (2,83— 1,96 x \/1,048;2,83 + 1,96 x \/1,048).

IC(RR,95%) = (2,3;126).

Exemplo: Dr. Fernando Milton: RR = 7,1 (3,7;13,4).



IC paraa RC

@ Intervalo de confianca assintoético para RC.
@ Valem as mesmas consideracoes teodricas.

)
A A 1 1 1 1

Var(log[RC]) = — + — + — + —

M1 M2 N1 N2

@ Um intervalo de confianca de 95% para a RC é obtido por

exp (Iog [Ft’AC] +1,96 x 1/ Var(log [RAC])) .



-]
IC paraa RC

@ No exemplo do AZT, temos RC ~ 19, logo
log [RC] = log [19] = 2,94

1 1 1 1

Um intervalo de confianga de 95% para log [RC] € obtido por

exp<2,94—1,96 x \/1,078:2,94 + 1,96 x \/1,078>.

IC(RC, 95%) = (2,5; 145).

Exemplo: Dr. Fernando Milton: RC = 14,5 (5;41).



Risco Relativo e Razao de Chances

@ Orrisco relativo e a razao de chances sao duas medidas de
associcao diferentes que se propbdem a quantificar associacao
entre duas variaveis qualitativas.

@ Orrisco relativo é mais intuitivo, a razao de chances tem outras
propriedades desejavéis.

@ A razao de chances pode ser estimada a partir de estudos de
coorte, ensaios clinicos, estudos transversais e tipo caso-controle
(neste ultimo o risco relativo nao é valido).

@ Para doencas raras (eventos raros), a razao de chances € uma
boa aproximagao para o risco relativo. Ou seja, quando a
probabilidade de doenca é baixa (< 10%), RC ~ RR.



Risco Relativo e Razao de Chances

@ Exemplo: Para verificar uma possivel associagao entre
amamentacao (fator de protecao) e cancer de mama,
Freudenheim et al. (1994) realizaram um estudo do tipo
caso-controle nos condados de Erie e Niagara situados no oeste
do estado de Nova York (EUA). Os dados obtidos sdo

apresentados a seguir:

Grupo
Amamentagdo | Casos Controles | Total
Sim 353 449 802
Nao 175 153 328
Total 528 602 1130

X2 = 8,12 valor-p = 0,004292



Razao de Chances

@ Neste caso (estudo tipo caso-controle) nao se pode estimar a
probabilidade de doenca (dado exposto ou nao-exposto), mas
sim, a probabilidade de estar exposto dado que é doente (caso) e
a probabilidade de estar exposto dado que ndo é doente
(controle). Logo ndo podemos estimar o risco relativo.

@ Podemos estimar a razao de chances, pois

.. 353x153

AC= 2495175 ~ 089



Razao de Chances

@ Assim, a chance de desenvolver cancer de mama entre mulheres
gue amamentaram seus filhos, é aproximadamente odds ratio,
RC = 0, 69 vezes a chance daquelas ndo amamentaram. Ou em
outras palavras, a chance de cancer de mama entre as que nao
amamentaram é cerca de (1/0,69)1,45 vezes a chance das quw
amamentaram.

@ Temos que
log [RC] = log [0,69] = —0, 37.
1 1 1 1

Var(log [RC)) = 525 + 445 * 175 * 153 — *-02

O intervalo de confianca de 95% para RC é

exp (—0,37 ~ 1,96 x /0,02; —0,37 + 1,96 x \/0,02) :

IC(RC,95%) = (0,53; 0, 90).




Razao de Chances: Observarcgoes Finais

@ A estimativa da Razao de Chances é facil de calcular mas nao é
definida na presenga de uma ou mais caselas nulas.

@ Neste caso, o procedimento usual adotado é somar 0,5 para
todas as caselas da tabela (Haldane, 1955).

@ Uma proposta alternativa é utilizar um estimador de maxima
verossimilhanga condicional (fixando as marginais). Este
estimador € semelhante ao teste exato de Fisher (distribuicao
hipergeomética nao central).

@ Outra proposta alternativa é utilizar uma estimativa nao viciada da
mediana baseada na mesma distribuicao hipergeométrica.

@ Na presencga de caselas com valores observados pequenos, a
estimativa usual da razao de chances pode ser viciada e
apresentar uma variancia grande. Alguns autores sugerem utilizar
as duas estimativas alternativas ao invés da usual.



Razao de Chances: Observarcgoes Finais

@ O comando oddsratio do R no pacote epitools produz estas
estimativas alternativas.

@ No exemplo do AZT:

e Usual: 19,04;
o Fisher (verossimilhanca condicional): 18,9;
o Mediana: 16,7

@ Estes valores devem diferir muito pouco quando todas as caselas
ndo apresentarem valores observados baixos.



