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Introdugdo Inferéncia Bayesiana
®0 «

VERTENTES DA INFERENCIA ESTATISTICA

INFERENCIA
CLASSICA

INFERENCIA
BAYESIANA
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Introdugdo N cia Bayesiana ramétrico Lognormal
oe @

Quadro Comparativo

INFERENCIA CLASSICA INFERENCIA BAYESIANA
E associada a interpretacdo A probabilidade representa uma
frequentista de probabilidade abordagem subjetiva
Os parametros sdo considerados | Os parametros sdo considerados
quantidades fixas guantidades aleatorias
A Teoria de Verossimilhanga Atualiza¢do da informacgéo
desempenha papel de destaque subjetiva via Teorema de Bayes
Intervalos de Confianca Intervalos de Credibilidade
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Inferéncia Bayesiana
°

Probabilidade Subjetiva

Situacao-problema:

® Qual a proporcao atual de criancas com excesso de peso
em Belo Horizonte?

m Vamos denominar essa propor¢do de 6.

m 0 por ser uma proporcdo estad entre 0 e 1. E provavel que
esteja proximo de 0? Proximo de 1? E de 0,25?

m Podemos construir uma distribuicao de probabilidades que
represente o Nosso conhecimento.
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Inferéncia Bayesiana
°

Distribuicao a priori

m Adistribuicdo a priori w(6) fornece a probabilidade dos dife-
rentes valores possiveis da quantidade de interesse ANTES
dos dados serem considerados.

m Adistribuicdo a priori pode ser ampla, plana, uniforme (pri-
ori ndo informativa), ou pode se concentrada com um apice
se possuimos mais informacao (priori informativa).

Probabilidade

r )

Quantidade desconhecida de interesse
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Inferéncia Bayesiana
°

Funcao de Verossimilhanca

m A Funcdo de Verossimilhanga L(y|#) fornece a probabilidade
de obter os dados, considerando diferentes valores pos-
siveis da quantidade desconhecida de interesse 6.

m E calculada usando um modelo estatistico que representa
0 processo que produziu os dados.

m Conecta os parametros do modelo aos dados.
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Inferéncia Bayesiana
°

Distribuicao a posteriori

m A distribuicdo a posteriori 7(f|y) fornece a probabilidade
dos diferentes valores possiveis da quantidade de interesse

DEPOIS de considerar os dados.

m Essa distribuicdo é combinacdo da priori (0 que sabemos
antes) com a Verossimilhanca (o que os dados nos disseram).

Posteriori
Priori

Quantidade desconhecida de interesse

Probabilidade
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Inferéncia Bayesiana
°

Teorema de Bayes

m A informacdo contida na distribuicdo a priori () é entdo
atualizada, através da informacdo dos dados contida em
L(y|0), via teorema de Bayes, levando a distribui¢do a poste-
riori de 6, dada por:

Lyle) - n(0)
") = TTy10) ()00
€]

m Comumente escrevemos: m(0ly) o L(y|0) - ().
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Modelo Paramétrico Exponencial
€00

Modelo Paramétrico Exponencial

Funcdo de Verossimilhanca:

Suponha que os tempos de sobrevivéncia t= (t,t, -+ ,ty)
possuem distribuicdo Exp(\), de modo que:

f(ti|\) = Aexp(—=At;), com i =1,2,--- n.

m A Funcdo de Sobrevivéncia é: S(tj|\) = exp(—At)).
m SejaD = (n t,9). A Fungao de Verossimilhanga é:

L(D|X) = Hf ;I\ Ss(t)N) 1~ 8) 25 exp< AZt,).

i=1
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Modelo Paramétrico Exponencial
0®0

Modelo Paramétrico Exponencial

Distribuicdes a priori e a posteriori:

m Adistribuicdo a priori de A é uma Gama(a, B3):
_ B
7T()‘|a7 /8) - F(a)

m Desse modo, temos que a distribui¢do a posteriori de X é:
w(A|D) o< L(D|A) - w(M|e, B)

o f; exp ( AZt,) (A>T exp(—BA)]
= )\a+i§ 6i_1exp [— (6 + Zt;) )\] .
i=1
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Modelo Paramétrico Exponencial
ooe

Modelo Paramétrico Exponencial

Distribuicao a posteriori - Interpretacao:

n

n
m Desse modo, 7(A|D) ~ Gama (a +>Y 6B+ t,-)

i=1 i=1
a—i—i oj
m E(\|D) = —Z&
B+>t
i=1

Oz-‘rzn: i
m V(A|D) = — =

(2e)
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Modelo Paramétrico Exponencial
©0000

Exemplo: Lampadas de Projetores LCD

m A falha mais comum desses
projetores é na lampada.

m Um fabricante alega que
0s usuarios podem esperar
cerca de 1500 horas de
projecao em cada lampada
usada em condi¢des normais
de operacdo.

m Podemos usar essa informacgdo para construir a distribuicao
a priori para \?
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Modelo Paramétrico Exponencial
00000

Exemplo: Lampadas de Projetores LCD

Construcao da Distribuicao a priori:

m Seja(Ma, B) ~ Gama(a, ).
m Se k= 1, entao (k|a, B) ~ Gama Inversa(a, ).
m Considerando as expressdes para a média e a variancia da
distribuicdo Gama Inversa, tem-se que:
£ =1500
= a=2,5e (= 2350.

2 _
i = 2000

m Desse modo, 7(\|a, B) ~ Gama(2,5;2350).
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Modelo Paramétrico Exponencial
00000

Exemplo: Lampadas de Projetores LCD

m Foram registradas as horas de projecdo até a falha de 1am-
padas idénticas que estavam em 31 projetores LCD.

Construcao da Distribuicao a posteriori:

n n
m ) t;=17907e ) 4 =n=31

i=1 i=1

n

m 7(A\|D) ~ Gama <a + 2 0B+ Zn: ti)

=1 =1

~ Gama(2,5 + 31; 2350 + 17907)
~ Gama(33, 5;20257)
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Bayesiana Modelo Paramétrico Exponencial
00000080

Exemplo: Lampadas de Projetores LCD

Distribuicdes a priori e a
posteriori de \ Distribuicdo a posteriori de 1\

0004~

Densidade

Densidade
4

S [resteron
\ [eren

0000

0000 0001 0004
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Modelo Paramétrico Exponencial
0000®

Exemplo: Lampadas de Projetores LCD

Estimativas a posteriori para quantidades de interesse:

Parametro A:
m {p = E(A|D) = 732 = 0.001653
3 1 1

m Intervalo de Credibilidade de 90% para A: [0,00121;0,00214]

Tempo médio até a falha (1 = x):
m i =623,44
m Intervalo de Credibilidade de 90% para « : [465,17;824,76]
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Modelo Paramétrico Lognormal
€00

Modelo Paramétrico Lognormal

Funcao de Verossimilhanc¢a:

Suponha que os tempos de sobrevivéncia t= (t;,t, -+ ,t5)

possuem distribui¢do LN(u; o%), de modo que:
el o?) = @)/ (00) " oxp |57 (og(t) — 7.

m A Funcdo de Sobrevivéncia é: s(t|u,02) =1— @ (%)
m Seja D = (n,t,d). AFunc¢do de Verossimilhanga é:

n
L(D|p, o) = T1f(tilw, o2)%S(ti| e, 52)1=9)
i=1

n n
— (2ro?)” 3 e [ 2ty S0 () — ] < TR ¢ [1 — o (DY
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Modelo Paramétrico Lognormal
000

Modelo Paramétrico Lognormal

Distribuicdes a priori:

m Sejat = 1/0°.

m N3o existe priori conjugada para (i, 7) quando ambos sdo
quantidades desconhecidas.

m Seja m(p, 7) = m(pul7) - 7(T).
m Nesse caso, uma tipica escolha de priori conjunta é:
m w(ulr) ~ N (po, 75 ):

m 7(7) ~ Gama (%, g)
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Modelo Paramétrico Lognormal
ooe

Modelo Paramétrico Lognormal

Distribuicao a posteriori:

TI'(/L,T‘D) & L(D|l"/7 T) ’77(“77-'/"/077-0704:5)
x L(D|l"/7 T) 'ﬂ-(N/IT7 /"/077—0) ~7T(T‘Ot,ﬁ)
agtXly 61 = [Z
2 19XP{—2 {25:‘(/0&1’(0) — 1)® + 70 (1 — po)* + B
i=1

o T

|

n

< L6 [1—o (v Goge) — )] "

i=1
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Modelo Paramétrico Lognormal
°

Amostrador de Gibbs

Algoritmo:

Seja (u, 7)os parametros de interesse e 7w(u, 7|D) a distribuicdo
a posteriori. Segue o esquema basico do Amostrador de Gibbs:
PASSO 0: Escolha valores iniciais arbitrarios para (u(?), 7(0)).
PASSO 1: Gere (u(*1), (1) da seguinte maneira:

m Gere pl*") ~ 7(u|r®, D);

m Gere 7+ ~ (7|1 D).

PASSO 2: Determine i =/ + 1 e volte ao Passo 1 até que i = M,
com M (Numero de Itera¢des) pré-especificado.
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Modelo Paramétrico Lognormal
€00

Exemplo: Dados de Cancer de Bexiga

Distribuicdes a priori (Ndo-Informativas):

= 7(plr, o, 7o) ~ N (10, 7% ) = N (0, 778=s);

m 7(7|a, B) ~ Gamma (%, g) — Gamma (%’ o,goz).

Quantidades de Interesse:

s m Tempo Mediano de Falha: to 5 = exp(u);

mo=/1 m Tempo Médio de Falha: E£(T) = exp (u + 5= ).
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Modelo Paramétrico Lognormal
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Exemplo: Dados de Cancer de Bexiga

Convergéncia das Cadeias e Densidade Marginal a posteriori

Convergéncia de
Densidade de 1

20 26 32

T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000

Densidade
00 10 20
L

20 25 30 35
teragdes u

Convergéncia de Med(T) Densidade de Med(T)

30

1 0
L
Densidade
000  0.10
L

T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 10 15 20 25 30

lteragdes Med(T)
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Modelo Paramétrico Lognormal
ooe

Exemplo: Dados de Cancer de Bexiga

Estimativas Pontuais:

I o | E(T) | tos
Inferéncia Classica 2,72 | 0,76 | 20,3 | 15,2
Inferéncia Bayesiana | 2,72 | 0,75 | 20,8 | 15,4

Estimativas Intervalares 95%:

Inferéncia Classica 11,9 289 | 10,0 204
Inferéncia Bayesiana | 13,5 31,0 | 10,5 21,1
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