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Objetivos

Ao final deste capitulo vocé deve ser capaz de:
@ Ententer suposi¢cfes para cada uma das distribuicdes
discretas apresentadas.
@ Selecionar a distribuicéo discreta em situacdes
especificas.
@ Calcular probabilidades, médias e variancias para as
distribuicbes discretas apresentadas.
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Distribuigdo Uniforme Discreta
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@ E a variavel aleatdria discreta mais simples.
@ Assume um numero finito de valores.

@ Cada um com igual probabilidade.

@ Se X segue uma distribuicdo uniforme discreta:

@ 0s possiveis valores de X sao Xy, ..., X,
@ todos eles com probabilidade 1/n.
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Distribuigdo Uniforme Discreta

X tem distribuicdo uniforme discreta se cada um dos n valores
em sua faixa, (X, ..., Xn) tiver igual probabilidade.

Sua funcéo de probabilidade é dada por

1
f(Xi) = —.
n
Figure 3-7 Probability ™
mass function for a 01~ ¢ * * * + ¥ 7 1 1 3
discrete uniform ran- | | | | | | | | | |
dom variable. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 «x
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Exemplo:

@ O primeiro digito de um numero de uma pega é igualmente
provavel de ser cada um dos niameros de 0 a 9.

@ Uma peca é selecionada aleatoriamente.

@ Seja X o primeiro digito do nimero da peca.

@ X tem uma distribuicdo uniforme discreta.

@ Seus valores possiveis sédo R = {0,1,2,...,9}.
@ Sua funcao de probabilidade € dada por

f(Xi) =0,1

para cada xj em R.
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@ Suponha que X pode assumir quaisquer valores
consecutivos

a,at+l,a+2,...,b, paraa<b.

@ X pode assumir (b —a + 1) valores distintos, cada um com

probabilidade
1

b—a+1"
@ Portanto, a funcéo de probabilidade de X é dada por

1

fea) = b-a+1

parax € {a,a+1l,a+2,...,b}.
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Média e Variancia
@ Para E(X), vamos usar a soma de uma p.a.:

Zah _ n(a; +an) .
@ Temos entdo que
E(X) = @ ‘

@ A variancia ndo sera mostrada aqui

(b-—a+1)?-1

Var(X) = 1
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Se X tem distribuicdo uniforme discreta e assume valores
a,at+1la-+2,...,b, paraa < b temos entdo que:

@ A médiade X é

@ A varianciade X é

(b—a+1)3?-1

Var(X) = 5
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Exemplo:
@ Um sistema de comunicacao possui 48 linhas externas.
@ Seja X o numero de linhas em uso.
@ Considere que X é uma variavel uniforme discreta, que
assume valores de 0 a 48.
@ Temos entdo que
(48 +0)

E(X)="F5— =24

Var(X) = ( =14,4.

48-0+1)2-1 _\/(48—O+1)2—1
12 7= 12
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Observacoes:

@ Se todos valores de X s&o multiplicados por uma
constante :
Y =kX.

@ A média fica multiplicada por k
E(Y)=KkE(X).
@ A variancia fica multiplicada por k2
Var(Y) = k?Var(X) .
@ O desvio padrao fica multiplicado por k

VVar(Y) = ky/Var(X).

Marcos Oliveira Prates Variaveis Aleatdrias Discretas e Distribuicdo de Probabil idade



Exemplo:
@ Considere novamente o exemplo da 48 linhas telefénicas.
@ Seja Y aproporcdo de linhas que estdo em uso.
® E X onumero de linhas em uso.
@ Temos entdo que Y = X /48.

@ Logo
_EX) _
E(Y)= 28 =0,5.
_ Var(X)
Var(Y) = T 0,087.
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Distribuicdo Binomial
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Considere 0s seguintes experimentos e as variaveis aleatorias:

© Jogue uma moeda 10 vezes.
@ X = nUmero de caras obtidas.

© Um tear produz 25 pegas.

@ 1% séo defeituosas;
@ X = nlmero de pecas defeituosas.

© 5 bits sdo transmitidos através de um canal digital.

@ 10% sao recebidos com erro;
@ X = nUmero de bits com erro.
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@ Cada experimento pode ser considerado como uma série
de tentativas aleatorias e repetidas:

@ 10 arremessos da moeda;
@ aproducéo de 25 pecas;
@ 0 envio de 5 bits.

@ X € uma contagem do nimero de tentativas que
satisfazem determinado critério.

® Podemos resumir cada tentativa como resultando em um
sucesso ou fracasso.

@ X conta o nimero de sucessos.

@ Observacao: os termos sucesso e falha sdo apenas
designacoes.

Marcos Oliveira Prates Variaveis Aleatdrias Discretas e Distribuicdo de Probabil



@ Esse tipo de tentativa (com somente dois resultados
possiveis) é chamada tentativa de bernoulli

@ Considera-se que elas sdo independentes .

@ O resultado de uma ndo tem efeito sobre a outra:

@ se ja sairam muitas caras ndo significa que ira aparecer
uma coroa.

@ Supde-se ainda que a probabilidade de sucesso em cada
tentativa é constante .
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Exemplo:
@ Considere o exemplo dos bits transmitidos por um canal
digital digital.
@ 4 bits sdo transmitidos.
@ A probabilidade de um bit ser recebido com erro é 0,1.

@ Suponha que as tentativas de transmissao sédo
independentes.

@ Seja X 0 numero de bits transmitidos com erro.
@ Calcule P(X = 2).
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Solucao:
@ Defina

E = {um bit com erro} e O = {um bit bom}

@ O quadro a seguir representa os resultados possiveis do
experimento e os respectivos valores de X.

Oufcome % Outcome x
0000 0 EOQOQ 1
QO0E 1 EQOE 2
QOEO 1 EQEO 2
OOFEE 2 EOEE 3
OEOO 1 EEOO 2
OEOE 2 EEOE 3
OEEO 2 EEEO 3
OEEE 3 EEEE 4
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Solucéo (continuacao):
@ O evento X = 2 corresponde a seis resultados (»5;)

{EEOO, EOEO, EOOE, OEEO,OEOE,OOEE } .
@ Como as tentativas sdo independentes
P(EEOQO) = (0,1)3(0,9)?> = 0,0081 .

@ Todos os resultado para X = 2 sdo mutuamente
excludentes e ttm a mesma probabilidade (0,0081).
@ Ou seja
P(X =2)=6(0,0081) = 0,0486 .
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Solucéo (continuacao):
@ De um modo geral temos que

P(X = x) = (ndmero de resultados com x erros)(0,1)*(0,9)**.

@ Precisamos de uma expressao para contar o nimero de
resultados com x erros.

@ Temos um total de quatro tentativas.

@ Dentre essas 4 tentativas precisamos escolher x para
serem erros.

@ O total de possibilidades ent&o € dado por

() = s

@ Sex =2, temos que (3) = 6.
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Distribuicdo Binomial
Um experimento aleatério consiste em n tentativas de
Bernoulli, de modo que:

© as tentativas sejam independentes;

@ elas resultam em um sucesso ou um falha;

© a probabilidade de sucesso p permanece constante.

A variavel X, que conta o numero de sucessos, € uma variavel
binomial com pardmetrosO<p<len=12,....
A funcao de probabilidade de X é dada por

f00 = ()@ -,
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Para verificar que a soma das probabilidades € um basta
usar o fato que

(a+b)" = kzn:_o (E)a"b”‘k

Se p é a probabilidade de sucesso, bastafazera=p e
b=1-p

n <n>pk(1_p)n_k =(p+@-p)"=1.

k=0 K
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@ A figura abaixo mostra um exemplo de distribuicdo
binomial.

0.18

0.03

. .
. s e e e
I‘ ‘III\
34567891011121314151617181920
x

@ Para p = 0,5 a distribuicdo é simétrica.
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@ Abaixo temos um outro exemplo da binomial.

0.4
n p
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x

@ Para n fixo, a distribuicao fica mais assimétrica:
@ quando p fica mais préximo de 0 ou 1.
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Exemplo:
@ 18 amostras de ar sdo selecionadas.
@ Cada umatem 10% de chance de conter um poluente
organico.
@ Considere que as amostras sejam independentes.
@ Seja X o numero de amostras que tém o poluente.

@ Qual a probabilidade de exatamente 2 amostras terem o
poluente?

@ Qual a probabilidade de no minimo 4 amostras conterem o
poluente?
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Solucao:
Probabilidade de exatamente 2 conterem o poluente.
@ X tem distribuicao binomial de parametrosp =0,1 e

n=18.
@ Logo
— _ 18 2 16
® como 18\ 18!  (18)(17)
(2)22!16!: >~
temos que

P(X =2) = 153(0,1)%(0,9)*® = 0,284 .
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Solucéo (continuacdo): Probabilidade de pelo menos 4
conterem o poluente.

@ A probabilidade requerida é

18

PX>4)=)" <18> (0,1)*(0,9)¥8~x.

X
x=4

@ No entanto é mais facil de calcular

18

X

3
PX>4)=1-P(X<4)=1-% ( >(0, 1(0,9)1
x=0

—=1-1[0,15+0,3+0,284+ 0,168] = 0,098 .
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@ Podemos ainda calcular

6
PB<X<7)=> <1X8> (0,1)*(0,9)¥8~*

x=3

— 0,168 + 0,070 + 0,022 + 0,005 = 0, 265 .

Observacao:

os valores da probabilidades para algumas distribuicbes
binomiais sé&o apresentados no final do livro e podem ser
usados para facilitar os célculos.
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Média e Variancia
@ Para encontrarmos a média e variancia podemaos analisar
as tentativas independentes.

@ Definimos as variaveis aleatorias

x -] 1 sea i-ésima tentativa for um sucesso
' 10 caso contrario

parai=1,...,n.
@ Entdo
X=X+ Xo+ -+ X

@ E temos que
E(X))=1p+0(1-p)=p E(X?)=1p+0(1-p)=p
logo

Var (X;) = E(X?) —E*(X{) =p — p> =p(1 - p).
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@ Um resultado (que néo discutiremos aqui) diz que
E(Xy+---+Xn) =EXy) +--- + E(Xn)
e, usando o fato da X;’s serem independentes temos que
Var(Xy + -+ -+ Xp) = Var(Xy) +--- + Var(Xy) .

@ Aplicando esse resultado para 0 Nnosso caso temos

E(Y)= E(in) = ZE(Xi) =np

Var(Y) = Var(} _Xj)=> Var(X;) =np(1-p)
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Média e Variancia

Se X for uma variavel aleatéria binomial parametrop e n

E(X)=np Var(X)=np(1l-p).
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Exemplo:

@ Considere novamente o exemplo dos bits recebidos com
erros.

@ X é o nimero de bits recebidos com erro.

@ X tem distribuicdo binomial de parametrosp =0,1 e
n=4;

@ Logo

E(X)=4(0,1)=0,4 Var(X)=4(0,1)(0,9) =0,36.
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Distribuicdo Geo
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Essa distribuicdo estd muito relacionada com a

distribuicdo Binomial.

Suponha que temos uma série de tentativas de Bernoulli:
@ independentes e com probabilidade de sucesso constante

(P).

Porém as tentativas ndo sao mais um numero fixo.

Elas séo realizadas até que se encontre um sucesso.

Exemplo: pastilhas sdo analisadas até que uma particula
grande seja detectada.
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Exemplo:

@ Considere o0 exemplo dos bits que sédo transmitidos por um
canal digital.

@ Cada bit é transmitido com erro com probabilidade 0,1.
@ As transmissfes sdo eventos independentes.

@ Seja X o0 numero de bits transmitidos até que o primeiro
erro é encontrado.

@ Qual a probabilidade de X =5 ?

Marcos Oliveira Prates Variaveis Aleatdrias Discretas e Distribuicdo de Probabil



Solucéo:
@ Defina:

@ E é o bit com erro;
@ O é o hit correto.

@ A probabilidade de uma transmisséo correta € 0,9.
@ Como as tentativas sdo independentes

P(X =5) = P(OOOOE) = (0,9)*(0,1) = 0,066 .
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Observacéo:
@ X pode ser qualquer nimero inteiro.

@ Podemos ter também X = 1, caso a primeira tentativa seja
um sucesso.

@ Logo X pode assumir os valores {1,2,3,...}.
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Distribuicdo Geométrica

@ Considere uma série de tentativas de Bernoulli:

@ tentativas independentes;
@ probabilidade de sucesso constante.

@ Seja X 0 numero de tentativas até o primeiro sucesso.

@ X é uma variavel com distribuicdo geométrica de
parametro0 <p <1le

fx)=1-p)*p x=1,2,...
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@ A figura abaixo mostra exemplos de distribui¢céo
geométricaparap=0,1ep=0,9.

@ Aalturadalinaemx — 1 é (1-p) vezes altura de x.

@ As probabilidades caem em progressédo geomeétrica.

10
»
.01
o 09
08
06
e
04
02
Figure 3-9  Geometric I ISR RERE T
o IRERE
distrbutions or NARARARARERAREREDI
selected values of the 012345678 91011121314151617181920
parameter p x
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Exemplo:
@ Considere uma linha de produgéo de pastilhas.

@ A probabilidade de uma pastilha conter uma particula
grande é 0,01.

@ Considere que as pastilhas sédo independentes.

@ Qual a probabilidade de termos que analisar 125 pastilhas
até que uma particula grande seja detectada?
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Solucéo:
@ Seja X o numero de pastilhas analisadas até que uma
particula grande é detectada.
@ X € uma variavel aleatéria geométrica com p = 0,01.

@ A probabilidade requerida é

P(X = 125) = (0,99)*?4(0,01) = 0,0029.
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Média e Variancia

@ Sabemos que a média de uma variavel discreta é dada por
E(X) =) xf(x).
X

@ Para o caso da distribuicdo geométrica temos que
_ 1
E(X)=> kp(1—p)<*t= 5
k

@ A variancia é dada por

Var(X) = (1-p)
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Média e Variancia
Se X for uma variavel geométrica com parametro p

E(X) = % Var(X) = % .

@ Quanto menor a probabilidade de sucesso:
@ mais tentativas sdo esperadas até o primeiro sucesso.
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Exemplo:
@ Considere o exemplo da transmisséo de bits.
@ Naquele caso X tem distribuicdo geométrica com p = 0, 1.
@ Temos entdo que

11 _(1-p) 0,09
E(X) =5 =g =10 Var(X)= 7 o~

e o0 desvio padréo € dado por

v Var(X)=v90=19,49.
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Propriedade da falta de meméria

@ Como as tentativas sdo independes:
@ ndo importa de onde comegamos contar o nimero de
SUCessos.
@ A cada nova tentativa € como se 0 processo tivesse
recomecado.
@ Dado que um sucesso ainda ndo ocorreu:

@ 0 numero de tentativas adicionais necessarias até um
sucesso nao depende de quantas tentativas foram
realizadas.

@ O sistema nao é desgastado.
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@ Veremos agora porque isso € verdade.
@ Se X tem distribuicdo geométrica

P(X > x) = P( n&o ocorrer nenhum sucesso até a tentativa x)

=(1-p)".
@ Temos entdo que sek >0
1— X+k
P(X > (x+k)[X > x) = % — (1-p)* = P(X > k).

@ Se eu ja observei x tentativas sem sucesso.
@ A probabilidade de observar x + k tentativas sem sucesso:

@ é somente a probabilidade de observar mais k tentativas
sem sucesso.
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Exemplo:
@ Considere o exemplo dos bits transmitidos com erro.
@ 100 bits foram transmitidos sem erro.

@ A probabilidade do bit 106 ser transmitido com erro

@ é a mesma do sexto bit ser transmitido com erro caso o
processo seja reiniciado.

@ O numero meédio de bits transmitido até o préximo erro €
igual a 10.

@ O mesmo numero médio esperado até o primeiro erro.
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